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CAPÍTULO 1 

INTRODUCCIÓN 

Durante las últimas décadas, la mecánica clásica ha adquirido un nuevo auge 

gracias al caos. A principios de siglo, cuando se fundamentó la mecánica cuántica, 

se pensó que la mecánica clásica había pasado a segundo plano, pero ahora, con 

el descubrimiento del caos, se ha tenido que reconsiderar el papel de la mecánica 

clásica. 

Antes se pensaba que los sistemas clásicos seguían una dinámica simple (re­

gular) ya que, en principio, las trayectorias están bien definidas cuando se dan 

las condiciones iniciales. Esto diferenciaba esencialmente la mecánica clásica, que 

es determinista, de la mecánica cuántica, que es, a final de cuentas, una des­

cripción probabilística. Esto último se debe a que, aunque las ecuaciones en la 

mecánica cuántica son deterministas, la interpretación de los resultados introduce 

nociones estadísticas. Al desarrollarse el cálculo numérico mediante de herra-
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mientas poderosas, las computadoras, la gente se dió cuenta de que los sistemas 

dinámicos clásicos podían ser impredecibles, aunque sus ecuaciones de movimiento 

fuesen completamente deterministas. 

¡,Porqué un sistema dinámico clásico puede ser impredecible si la mecánica 

clásica es determinista? En principio, dadas las condiciones iniciales, se puede 

conocer el comportamiento a futuro de un sistema si se resuelven las ecuaciones 

de movimiento, lo cual puede ser una tarea difícil pero nunca imposible (siempre 

se puede recurrir a la integración numérica con la ayuda de una computadora). 

El hecho de no poder predecir la evolución de un sistema dinámico proviene de 

la alta sensibilidad a las condiciones iniciales. Un ejemplo de esto son las cono­

cidas ecuaciones de Lorenz (Lorenz, 1963) que son un modelo simplificado para 

la evolución del clima. La solución ele estas ecuaciones muestra una gran sen­

sibilidad n las condiciones iniciales. Est.c fenómeno fue llamado en su tiempo el 

"efecto mariposa" por el mismo Lorenz, ya que él lo ilustraba diciendo que bastaría 

la perturbación provocada por el aleteo de una pequeña mariposa para cambiar 

completamente el resultado de una predicción basada en las ecuaciones de Lorenz. 

Este fenómeno fue bautizado como caos, y este término fue utilizado por primera 

vez en un artículo de Li y Yorke (1975). 

A partir de entonces, muchas miradas se desviaron hacia el nuevo fenómeno 

que se presentaba en la mayoría de los sistemas dinámicos: dadas dos condiciones 

iniciales muy cercanas, tan cercanas como se desee, a la larga, la evolución del 

sistema puede ser completamente distinta para ambas. Esto va en contra de 

nuestra intuición, aunque ésta se basa en la lógica de una mecánica determinista. 

¡,Porqué algunos sistemas dinámicos se comportan así? Sería interesante cono­

cer alguna receta que nos dijese si el sistema va a presentar un comportamiento 
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caótico, pero, por el momento, no se conoce ninguna. De las pocas cosas que 

se saben acerca ele la irregulru·icla<l de un sistema es que para que exista caos se 

requiere que las ecuaciones de movimiento no sean lineales, ya que, de serlas, el 

sistema se comportará de manera completamente regular. Esto se debe a que, si 

las ecuaciones de movimiento son lineales, éstas se pueden integrar analíticamente, 

obteniendo así una solución explícita que nos de la evolución temporal de las va­

riables dinámicas del sistema. Para un sistema cuyas ecuaciones de movimiento 

no sean lineales, no será nada fácil predecir si el comportamiento de éste va a ser 

caótico o no. Es más, el comportamiento de la mayoría de los sistemas puede ser 

caótico para ciertos valores de sus parámetros y puede no serlo para otros valores 

de éstos, lo que complica todavía más las cosas. Lo mismo pasa desde el punto de 

vista de las condiciones iniciales: para valores fijos de los parámetros del sistema, 

ciertas condiciones iniciales dan lugar a movimientos regulares, mientras que otras 

pueden resultar en movimientos caóticos. 

En este trabajo vamos a estudiar un sistema particular en el que ocurre una 

transición al caos: el péndulo extensible bidimensional, que es una generalización 

del péndulo inextensible. Se trata entonces de un péndulo que en lugar de tener 

una cuerda de longitud fija tiene un resorte que se puede estirar y comprimir. La 

manera en que aparece el caos en este sistema es un tanto singular: a bajas energías 

presenta únicamente movimientos regulares; al incrementar la energía y sobrepasar 

un cierto valor crítico, E 0 , empiezan a aparecer algunas trayectorias caóticas, hasta 

que llega el momento en que la mayor parte de las condiciones iniciales dan lugar 

a trayectorias caóticas. A esta transición de movimientos regulares a trayectorias 

caóticas se le llama transición orden-caos. Pero esto no es todo: una vez que 

este sistema sufre la transición orden-caos y se incrementa todavía más la energía, 
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pasa de nuevo a ser ordenado; es decir, que sufre ahora una transición caos-orden. 

El sistema presenta una doble transición orden-caos-orden al aumentar la energía. 

Como se verá más adelante, los parámetros del péndulo extensible, masa, constante 

del resorte, longitud en reposo del resorte y fuerza gravitacional, se pueden reducir 

a un solo parámetro aclimensional, f, que tiene que ver con las frecuencias naturales 

de oscilación del péndulo inextensible y de oscilación armónica del resorte. Es 

justamente el acoplamiento ele los movimientos pendular y oscilatorio lo que da 

lugar a un sistema que no es lineal. 

El péndulo extensible ya ha sido estudiado con anterioridad como un eje~plo 

típico de un sistema no lineal (Breitenberger y Mueller 1981, Tsel'man 1970, Narkis 

y Angrew 1977 y Kane y Khan 1968). Este sistema también se puede ver como 

el análogo clásico del término que produce la resonancia de Fermi en el espectro 

Raman del C02 y de algunas moléculas semejantes (Califano 1976 y Pippard 

1983). Inclusive se le puede encontrar en problemas ele dinámica celeste (Broucke 

y Baxa 1973, Contopoulos 1963 y Hori 1966). 

El objetivo de este trabajo es obtener una estimación de la energía crítica 

para la transición orden-caos en el péndulo extensible. Para esto usaremos el cri­

terio propuesto por Tocla-Bolotin (Toda 1974, Bolotin 1989) para encontrar dicha 

energía crítica de transición. El método se basa en encontrar las regiones de cur­

vatura gaussiana negativa del potencial y determinar la energía mínima para la 

cual el sistema puede alcanzar algún punto de dichas regiones. Esa energía será 

justamente la estimación de la energía crítica de transición. Luego, para la se­

gunda transición, caos-orden, se buscará el valor máximo de energía que mantenga 

al sistema dentro de las regiones de curvatura gaussi111m negativa del potencial. 

Supondremos que ahí sucede la transición caos-orden, o que al menos ahí empieza 

4 



a disminuir al caos. Veremos qué tan buenas resultan estas estimaciónes com­

parándolas graficamen te con las, secciones de Poincnré y, de forma más precisa, 

con los exponentes de Liapunov calculados numéricamente. 

Existen trabajos previos acerca del caos en el péndulo extensible (Nuñez­

Yépez et al., 1990, y Cuerno et al., 1992). Centraremos este estudio en el análisis 

del desarrollo a tercer orden del potencial del péndulo extensible, cuestión en la que 

no se ha ahondado previamente. Pondremos a prueba el criterio de Toda-Bolotin 

para el potencial del péndulo en la aproximación a tercer orden, para distintos 

valores del parámetro/. Se le da mayor énfasis a la transición orden-caos, ya que 

el potencial truncado a tercer orden sólo exhibe esa transición. Esto se debe a que 

el potencial truncado se parece mucho al potencial completo a bajas energías, pero 

a altas energías los potenciales difieren considerablemente. Es más, como veremos 

más adelante, el potencial completo es confinante (la partícula sujeta al potencial 

del péndulo no se puede escapar al infinito) a cualquier energía, en cambio, el 

potencial truncado no lo es a altas energías (a partir de cierta energía la partícula 

queda libre de la acción del potencial y se escapa). 

El análisis del potencial truncado a tercer orden tiene gran interés, ya que 

surge en el estudio clásico ele las vibraciones intramoleculares de algunas moléculas 

al hacer un desarrollo de Taylor del potencial molecular (Kuzmin y Stuchebrukhov 

1989). La aproximación del potencial por una serie de Taylor nos da lugar a 

una suma de osciladores armónicos independientes en todas las direcciones, mas 

términos de acoplamiento que serán más significativos cuanta más energía tenga 

la molécula. Estos términos son los responsables de la no linealidad del poten­

cial, ya que involucran sumas de potencias de las variables de posición, así como 

productos de éstas últimas, lo que da lugar a un acoplamiento entre los distintos 
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modos de oscilación. Si la energía es baja estos términos son despreciables, pero 

si se aumenta la energía estos términos serán cada vez mayores, por lo que se 

puede esperar un comportamiento cualitativamente distinto. Por ello nos interesa 

estudiar la estabilidad del potencial truncado del péndulo: pese a ser un sistema 

aparentemente sencillo, nos puede ayudar a entender el fenómeno del caos en sis­

temas con potenciales de tipo intramolecular. Cabe mencionar que el estudio que 

se hace en este trabajo se centra en sistemas hamiltonianos conservativos (donde 

la energía se conserva), y no se tratan sistemas disipativos (donde la energía no se 

conserva). Por lo que estaremos trabajando con caos hamiltoniano y no con caos 

disipativo. 

La transición de orden a caos fue observada por primera vez en "experimen­

tos" numéricos realizados por Hénon y Heiles (Hénon y Heiles 1964) en un sistema 

de dos osciladores con una interacción cúbica. En este experimento se notó, en 

concordancia con el teorema KAM que comentaremos más adelante, que a ba­

jas energías los movimientos eran cuasiperiódicos, y que las trayectorias estaban 

confinadas a toros embebidos en un espacio fase n-dimensional. Donde n es el 

número de grados de libertad dinámicos del sistema, que es justamente el doble 

del número de grados de libertad espaciales. Se observó que a partir de cierto 

valor de la energía, E 0 , los toros se destruían o se bifurcaban: los toros se sub­

dividían para convertirse cada uno en 2 nuevos toros, que a su vez se convertían 

en 4 y así sucesivamente. Este proceso de ruptura de los toros sucedía tan rápido 

que un incremento mínimo en la energía producía innumerables bifurcaciones, y 

el espacio fase se convertía en una mezcla intrincada de toros (como un plato de 

macarrones) cada vez más pequeños. De esta forma, un corte bidimensional de ese 

espacio n-dimensional pasaba de mostrar elipses deformadas (que se obtienen de 
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cortar con un plano bidimensional al toro n-dimensional) a mostrar un complicado 

mar de puntos aislados. 

Estos cortes bidimensionales son llamados secciones de Poincaré¡ fueron uti­

lizadas por primera vez por Hcnri Poincaré (1845-1912), y son muy útiles en el 

estudio de la dinámica de los sistemas Hamiltonianos. En sistemas moleculares, el 

surgimiento de vibraciones caóticas en !ns moléculas, se refleja a nivel de su espec­

tro de potencias. El espectro de las vibraciones de una molécula cuyas trayectorias 

son estables es discreto, en cambio, el espectro de esa misma molécula a altas e­

nergías (E > Ec) es continuo debido a que las trayectorias son caóticas. 

En este trabajo no vamos a tratnr el problema cúantico análogo. Sin embargo, 

en la mecánica cuántica existe tnmbién una energía crítica a partir de la cual la 

dinámica molecular cambia cualitativamente y el espectro se vuelve cuasicontinuo. 

Esto proviene de un cambio importante en la naturaleza de los eigenestados del 

Halmiltoniano. A bajas energías (E < Ec), los eigenestados difieren muy poco 

de un producto de osciladores armónicos, en cambio, a altas energías (E > Ec), 

los eigenestados son una mezcla de un gran número de estados de osciladores 

armónicos con energías muy parecidas, lo que ocasiona la cuasicontinuidad en el 

espectro. 

Est-e trabajo está dividido en 5 capítulos. En el capítulo 2 se da un panorama 

general acerca de lo que es el caos y de dónde proviene, y se presentan las herra­

mientas que son utilizadas en lo subsecuente para el estudio de la estabilidad de 

los sistemas. El capítulo 3 describe los dos sistemas físicos que vamos a analizar: 

el péndulo extensible con su potencial completo (que llamaremos, para abreviar, 

el péndulo completo) y el péndulo extensible con el potencial expandido en serie 

de Taylor a tcccr orden (péndulo trnncaclo). En el capítulo 4 se estudia el criterio 
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para la transición orden-caos y se caculan las energías de transición para ambos 

casos. Finalmente, en el capítulo 5, se muestran los resultados numéricos que se 

obtuvieron y se comparan con la estimación de la energía crítica de transición 

orden-caos. 
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CAPÍTULO 2 

CAOS DETERMINISTA 

2.0 Introducción 

En este capítulo daremos una introducción general sobre lo que es el caos 

y cuándo aparece. Definiremos las herramientas necesarias con las cuales vamos 

a trabajar en lo que sigue. Veremos lo que son las secciones de Poincaré, los 

exponentes de Liapunov, la función de autocorrelación y los espectros de poten­

cias, y explicaremos de que manera se relacionan con la estabilidad de un sistema 

dinámico. 

2.1 Caos Vs. Determinismo 

Todos sabemos que jugar a la lotería, lanzar un dado o simplemente "echarse 

un volado" son procesos que tienen resultados completamente azarosos, es decir, 

que no los podemos predecir por más que nos esforzemos. Sin embargo, mucha 
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gente piensa que sistemas unís complejos, como el clima o la bolsa de valo1·es, 

pueden Rer predecihles aun cunnclo son procesos q11e t.imwn comportamientos ines­

perados y que tienen 11nn dinámica mns compleja qne In. ele un simple "volado". 

La prcdictibiliclad de 11n sist.cma es muy importnntc en la física (y en muchas 

otras ciencias), ya que, poder predecir un sistema significa poder determinar el 

estado en .el que se encuentra en cualquier instante. En la física, los sistemas más 

conocidos, que pueden ser impredecibles a largo plazo, son sistemas hamiltonianos 

de la forma: 

(2.1) 

donde H 0 describe un sistema hamiltoniano analíticamente integrable, H 1 es el 

hamiltoniano de la perturbación y A es un pequeño parámetro que nos da la 

magnitud con la que se va a pertuhar. Para simplificar la notación usamos la 

forma abreviada (qk, pk) para los argumentos de los hamiltonianos que son en 

realidad ( qi, q2, ... , q N, p1 , p2, ... , PN ), donde N es el m'unero de grados espaciales 

de libertad o 2N el número de grados dinámicos de libertad. Si N es grande, 

la mecánica estadística entrará en acción para intentar resolver el problema. ¿Y 

si N es chico podremos siempre usar la mecánica clásica? La experiencia nos 

dice que no, de hecho cnsi nunca. Basta recorda1·, por ejemplo, el problema de 

los 3 cuerpos, que como sabemos, no es resoluble analíticamente. Por lo mismo 

entendemos porqué nunca se ha usado una solución analítica para deducir las leyes 

de probabilidad en el lanzamiento de un dado, aún siendo un sistema muy sencillo 

a simple vista. 

Vemos entonces que en la vida cotidiana existe una confusión o un cierto 

traslape en la relación azar-determinismo, ya que no nos extraña pensar que un 

lanzamiento de un dado es completamente azaroso, mientras tratamos de prede-
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cir sistemas muchos más complejos como son el clima y Ja bolsa de valores. En 

términos físicos, el problema es saber si las soluciones de un sistema hamiltoniano 

específico van a tener un comportamiento de tipo azaroso o de tipo bien determi­

nado. La gente tardó mucho tiempo, casi 300 años desde Newton, en atacar este 

problema. Ahora cxiHtc u11a nueva rama de la fíHica·mateuuítica, la dinámica no 

lineal, que trata de explicar los mist.érios más profundos ele los hamiltonianos de 

la forma (2.1), donde H1(qk,Pk) tiene términos no lineales en las qk y las Pk (de 

ahí el nombre de dinámica no lineal) . 

Pasemos entonces a ver de qué forma podemos distinguir si el sistema con 

el que estamos tratando produce resultados azarosos (sistema caótico) o si tiene 

un comportamiento bien determinado o predecible (sistema ordenado). Para ello 

cosideremos que el hamiltoniano que estamos tratando describe a un sistema de 

partículas, o a una sola partícula en algún potencial, y analicemos las trayectorias 

solución. ¿Cómo podemos definir si estas trayectorias son "azarosas" (trayectorias 

caóticas) o si están bien determinadas (trayectorias regulares u ordenadas)? En 

otras palabras: ¿Cuál es la diferencia esencial entre una trayectoria regular y una 

trayectoria caótica? La dinámica no lineal proporciona varias maneras de distin­

guir entre ambas situaciones, pero nosotros nos centraremos sobre todo en dos 

ideas básicas y muy ilustrativas. Una de ellas es seguir la evolución de dos condi­

ciones iniciales muy cercanas y la otra se basa en averiguar cuál es Ja dimensión 

del espacio en el que vive la trayectoria (trataremos esta idea en la sección 2.2). 

Veamos entonces una forma muy sencilla de definir una órbita caótica. Para 

ésto consideremos el espacio donde "viven" todas las condiciones iniciales, con 

una misma energía, del sistema (superficie de cn<'rgía constante), y hagamosle 

una partición en un número finito de pequeñísimas celdas que no se traslapan 
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entre sí. A cada una de estas celdaH pongámosle una etiqueta o un número para 

identificarlas rapiclamentc. Entm1ccH, pnra describir la cvolucicín ele una trayectoria 

basta dar la secuencia de etiquetas de las celdas por las cuales pasó la partícula 

a intervalos de tiempo constante. Con esta descripción, una trayectoria sería 

simplemente una secuencia de etiquetas o números. Claro está que esta descripción 

no es exacta, pero si quisiésemos describir con mayor precisión la evolución de dicha 

trayectoria, tendríamos que tomar una partición más pequeña sobre la superficie 

de energía. Ahora preguntémonos: ¿Cómo se vería una trayectoria estable y como 

se vería una trayectoria caótica utilizando esta descripción? Para una trayectoria 

estable tendremos una secuencia de etiquetas con un patrón regular, en cambio, 

para una trayectoria caótica no se verá ningún tipo de patrón en la secuencia 

de etiquetas. Más concretamente, para una órbita estable podríamos predecir la 

celda siguiente simplemente inspeccionando la secuencia de etiquetas que llevaba 

la trayectoria, ya que de alguna forma el patrón en el que aparecen las etiquetas 

es regular y se puede intuir cuál va a ser la siguiente celda que va a ocupar la 

partícula. En cambio, para una trnyectoria caótica, la sucesión de etiquetas es 

totalmente irregular, sin ningún orden aparente, por lo que tratar de predecir la 

secuencia de celdas que seguirá la partícula sería como tratar de adivinar en que 

número va a caer un dado. 

Con ésto queda claro, por lo menos intuitivamente, la diferencia esencial entre 

una trayectoria caótica y una regular. Veamos las consecuencias que tiene esta 

idea de predecir la siguiente celda conociendo la secuencia anterior de celdas. Si 

conocemos perfectamente la sucesión de celdas que ocupó una trayectoria en el 

pasado, digamos hasta el tiempo t, ¿podremos decir qué celda va a ocupar la 

partícula en el tiempo t + 6.t? La respuesta es obviamente sí, para una trayectoria 
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regular y no para una trayectmia caótica. En este último caso, no importa qué tan 

larga sea la lista ele ct.iquet.a..q que tcugamos clcl pasado "volut.ivo de una partícula, 

nos será imposible predecir con exactitud cuales serán las siguientes celdas que 

ocupará. Al parecer esta ignorancia del futuro a mediano plazo (y por supuesto a 

largo plazo) radica en el hecho de que no sabemos con exactitud dónde estaba la 

partícula, lo cual a su vez proviene de la incertidumbre en la posición y velocidad 

que nos da el tamaño de la celda. Sin embargo, por extraño que parezca, no 

importa qué tan pequeña sea nuestra partición de las celdas, la evolución del 

sistema seguirá siendo impredecible para las trayectorias caóticas. 

Podernos concluir que la evolución a futuro de una partícula, de la cual cono­

cemos una buena parte de su pasado, no va a poder ser determinada por culpa de 

una propiedad intrínseca de esa trayectoria y no por la forma en la que estemos 

describiendo nuestro sistema. Por otro lado, para una trayectoria regular no ten­

dremos ese problema: podremos predecir el futuro de una partícula si conocernos 

su pasado. Por lo tanto, para un sistema físico que tiene comportamiento caótico, 

no importa qué tantas ni qué tan precisas sean las mediciones que hagamos so­

bre él, nos va a ser imposible determinar el estado en el que se encuentre en el 

futuro. Con esto vemos que el determinismo en la mecánica clásica puede ser sólo 

un sueño inalcanzable en la práctica, y cabe recalcar que esto no depende de qué 

tan precisos sean nuestros aparatos de medición: para conocer la evolución de un 

sistema caótico necesitaríamos determinar sus condiciones iniciales con precisión 

infinita y tener un algoritmo que integrara las ecuaciones de movimiento también 

con precisión infinita; como esto no es así, no se puede predecir su evolución. 

Corno podemos constatar, la precisión en las condiciones iniciales es un factor 

determinante para conocer el futuro evolutivo ele un sistema. Entre más pre-
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cisos sean los datos de las condiciones iniciales, podremos conocer más a futuro la 

evolución de un sistema. Por eso, veamos algunas iclcn." relacionadas con la pre­

cisión con la cual se puede especificar 1111 número. Un número cualquiera puede 

ser expresado por una serie de unos y ceros (bits) por medio de algún algoritmo. 

Esta serie puede ser finita o infinita, dependiendo de Ja naturaleza del número 

que escogimos. Pensemos ahora en el algoritmo más eficiente que codifique, en el 

menor número posible de bits, una cantidad ciada. Sea J((n) Ja longitud mínima 

de dicho algoritmo, que calcula los n bits de dicha cantidad. Esta J((n) se define 

como la complejidad de dicho número. Notemos que J{(n) no puede ser mucho 

más grande que n ya que un algoritmo posible para imprimir una secuencia Gk 

den dígitos es: imprime G 1 , imprime G2 , ••• , imprime Gn. Este algoritmo tiene 

una complejidad muy cercana a n (por lo menos proporcional) para n grande, y 

obviamente no es el algoritmo más eficiente. Por lo tanto, la complejidad de un 

número de n dígitos nunca va a rebasar por mucho a n. Llamemos complejidad 

máxima a la complejidad del algoritmo más eficiente. Intuitivamente es lógico 

suponer que, si n crece, entonces J\(n) también crece, por lo que si intentamos 

calcular la complejidad de un número cuya serie de dígitos es infinita, vamos a 

estar en problemas porque ésta va a ser infinita también. Por eso se define la 

complejidad de una serie infinita de dígitos como: 

• J((n) 
K=: hm --

n-oo n (2.2) 

A J( se le suele llamar la complejidad algorítmica y se le puede relacionar con la 

llamada entropía de Kolmogorov. 

Comparemos la complejidad algorítmica de un número formado por una in­

finidad de cifras que fueron escogidas al nznr con otro cuyas cifras mantienen cierto 

orden. Obviamente la complejidad algorítmica del número formado por la serie 
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de dígitos escogidos al azar va a ser mayor que la del otro número. Es más, justa­

mente se definirá una serie como aleatoria cuando el límite de la ecuación (2.2) sea 

distinto de cero. Por otro lado, si para un número dado el límite de la ecuación 

(2.2) es cero, entonces existirá un algoritmo finito para desarrollarlo en bits, y esto 

sucederá cuando los dígitos de dicho número estén relacionados (es decir que no 

fueron escogidos al azar). Con esta definición podemos decir que una trayectoria 

caótica es aquella en la que la serie de etiquetas de las celdas por las cuales pasa 

tiene una complejidad algorítmica distinta de cero y diremos que una trayectoria 

es regular en caso de que la complejidad algorítmica sea cero. 

Según lo discutido, describir numéricamente un sistema mecánico es com­

plicado, incluso desde la manera en la cual podemos representar sus cantidades 

dinámicas. Este problema reside en el hecho de que la mayoría de los números 

reales tiene una complejidad algorítmica distinta de cero, i.e. necesitamos un al­

goritmo infinito para poder representarlos. Es más, para ser exactos, el conjunto 

de los números reales con J( = O (números que sí pueden ser descritos con un 

algoritmo finito) tiene medida cero. Por esta razón, la dinámica de un sistema no 

lineal no va poder ser pronosticada cuando exista caos: porque si lo intentáramos 

tendríamos la necesidad de usar algoritmos infinitos para poder manejar todos los 

valores reales que toman sus variables dinámicas. Entonces, la teoría de la com­

plejidad nos dice que los números con los cuales podemos trabajar en la práctica 

son muy escasos. Es más, en la práctica el continuo de los números reales no ex­

iste, es mera ficción, debido a que casi todos ellos están fuera de nuestro alcance. 

Concretamente, el conjunto de los números irracionales que tienen J( # O tiene 

medida distinta de cero, por lo que la mayoría de ellos pueden considerarse como 

ajenos al mundo físico; de ahí que el nombre de "irracionales" sea tan adecuado. 
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Recordemos que todo esto proviene de Ja incapacidad que tenemos de resolver 

analíticamente la mayoría de las ecuaciones diferenciales no lineales, por lo que 

tenemos que recurrir al análisis numérico con las computadoras. 

Ahora podemos preguntarnos ¿Qué es lo que necesita tener de especial nues­

tro sistema para que dé origen a órbitas caóticas? Pensemos primero en los dados. 

En este juego ponemos los dados en un cubilete y los agitamos varias veces. Los 

dados sufren un gran número de choques dentro del cubilete y "pierden memoria" 

de cuál era su estado inicial. De esta forma, cuando los lanzamos y se quedan 

inmóbiles sobre la mesa, el resultado es impredecible. Lo mismo pasa en la lotería, 

donde hay tantas bolitas y tantos choques entre ellas que nos es imposible determi­

nar cuál va a ser el número premiado. Siguiendo este esquema, muchos fenómenos 

físicos resultan ser azarosos por culpa del número tan grande de procesos elemen­

tales independientes que los conforman. Asimismo, el movimiento browniano de 

un pequeño granito de polen flotando en un líquido es completamente irregular 

gracias a que sufre una inmensidad de choques con las moléculas del líquido. De 

igual forma cabe mencionar la turbulencia en un fluido, que involucra un número 

muy elevado de partículas. Y así podemos seguir enumerando ejemplos donde la 

aparición del azar proviene del gran número de procesos elementales que están 

involucrados. Con todo esto es tentador decir que el caos proviene necesariamente 

de la existencia de un número elevado de grados de libertad. En un principio se 

pensó que así era, pero Henri Poincaré (1845-1912) empezó a notar que la exis­

tencia de soluciones caóticas no era provocada necesariamente por el número de 

grados de libertad. Sin embargo, no fue hasta la revolución del cálculo numérico 

con las computadoras, que se comprobó que aún sistemas aparentemente sencillos 

(sistema de Hénon y Heiles 1964, ver sección 2.2), con pocos grados de libertad, 
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presentan comportamientos caóticos. 

Consideremos un ejemplo muy ilustrativo, conocido como "el corrimiento de 

Bernoulli". Se toma inicialmente un m'.nnero irracional entre O y 1, y a partir de él 

se repite la siguiente operación: se multiplica por dos, restándole 1 cada vez que el 

resultado sea mayor o igual que l. Es decir que se aplicará la siguiente iteración: 

Xn+I = (2Xn) modl. (2.3) 

Se puede observar que los números que aparecen en esta sucesión de iteraciones es 

totalmente indistinguible de una sucesión de números escogidos aleatoriamente. 

Para que quede claro cómo funciona este sistema tomemos como condicion 

inicial a Xo = 0.3125. Usando la ecuación (2.3) obtenemos la sucesión: Xi = 
0.625, X2 = 0.25, X3 = 0.5, X4 = O, Xs = O, X6 = O, 

La secuencia resultó finita porque la "semilla" (Xo) fue racional. Es fácil 

encontrar la taza a la que se pierde información en este proceso. (Por cierto, la 

entropía de Kolmogorov se puede interpretar como la tasa media de pérdida de 

información cuando una trayectoria pasa de una celda a otra). Basta escribir el 

número original en binario. Si para una fracción decimal X 0 se tiene 

Xo o (2.4) 

con a¡ entre O y 9, entonces un número cualquiera entre O y 1 expresado en binario 

tendrá la forma 

Yo o (2.5) 

con b1 entre O y l. En particular, retomando la semilla anterior, X 0 = 0.3125 se 

convierte en Yo= 0.0101 (=O X 0.5 + 1 X 0.25 +O x 0.125 + 1 x 0.0625). 
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Ahora, multiplicar por 2 no es otra;cosa~ q'i:;~ mc1ver.·el punto (binario) un 

lugar a la derecha (ya que multiplicar por ~;l.~ e5t1li.gión (2.5) es disminuir en 1 

las potencias de 1/2). Por lo que la seri~;de(Y¡ se ve como Yo = 0.0101, Y1 = 

0.101, Y2 = 0.01, Ya = 0.1, . Y.¡ ~ 6;'. iys == O, ... En esta descripción 

resulta evidente que en cada paso se pierde una cifra: aquella que se desplaza a la 

izquierda del punto. Por lo tanto, en este proceso se pierde un bit de información 

en cada iteración. 

Vemos claramente que si empezamos con una semilla racional llegaremos 

depués de un cierto número de iteraciones al cero (en el caso de que la ~erie 

de cifras no sea infinita) o tendremos una serie periódica (en el caso de que la 

serie de cifras sea periódica). Si tomamos, por ejemplo, la secuencia que inicia con 

Yo = 0.001001001001001 ... que es periódica (de período 3) e infinita, tendremos 

que la serie Y; será también periódica ele período 3. Pero si tomamos corno semilla 

a un número irracional, la serie ele Y; sent una sel'Íe infinita y totalmente aperiódica 

(aleatoria). Este es un buen ejemplo en donde un algoritmo determinista, ecuación 

(2.3), lleva a resultados aleatorios. Vemos entonces que un proceso determinista 

lleva a resultados que se muestran nzarosos, de esta forma podemos construir un 

generador de números aleatorios con un algoritmo determinista. A este tipo de 

caos se le llama caos determinista, ya que proviene de ecuaciones deterministas. 

Por lo tanto, la idea de que un sistema tiene un comportamiento azaroso de-

bido necesariamente al número de grados de libertad, es falsa. El ejemplo ya men­

cionado de las ecuaciones de Lorenz nos sirve para clarificar esta idea. Lorenz se 

preguntó porqué no se podía predecir el estado del tiempo con dos semanas de an­

ticipación, si se conocían perfectamente lns leyes de h1 hidrodinámica que determi­

nan el movimiento ele las nubes, Ja presencia de ciclones, anticiclones, depresiones 
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atmosféricas, etc. La dificultad de predecir el clima provenía de la enorme com­

plejidad de las ecuaciones que resultaban de tomar en cuenta todos los fenómenos 

relevantes. Lorenz tuvo la habilidad para simplificar enormemente dichas ecua­

ciones y obtuvo un sistema de apenas 3 ecuaciones diferenciales acopladas. La 

sorpresa en ese entonces fue encontrar que aun esas 3 ecuaciones presentaban 

soluciones caóticas: una mínima variación en las condiciones iniciales daba lugar a 

escenarios completamente diferentes, después de integrar numéricamente las ecua­

ciones para un tiempo correspondiente a 2 semanas. Este caso mostró por primera 

vez que el caos puede provenir, intrínsecamente, de la naturaleza de las ecuaciones 

que rigen al sistema y no del número de variables involucradas en la descripción. 

Con esto resulta un hecho contundente que el caos puede aparecer en ecuaciones 

muy sencillas y, lo más importante, deterministas. En la actualidad la gente ya 

se está acostumbrando a pensar que el caos puede engendrarse en sistemas con 

pocos grados de libertad. En este trabajo, el sistema que vamos a estudiar tiene 

únicamente 4 grados dinámicos de libertad y las ecuaciones que lo describen son 

totalmente deterministas; sin embargo, la aparición del caos es inmediata. 

Teniendo ya una idea más o menos clara de lo que es el caos determinista, 

pasemos a estudiar las distintas herramientas que se han inventado para decidir 

si los resultados de un sistema dinámico son caóticos o no. No es tan sencillo 

diferenciar una órbita caótica de una estable, aunque esto a veces se puede intuir 

a simple vista. Para evitar confusiones revisaremos a continuación varios métodos 

para comprobar la regularidad de las trayectorias. 
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2.2 Las Secciones de Poincaré 

Como vimos en el capítulo 1, la primera vez que se observó la transición 

orden-caos fue con los experimentos de Hénon y Heiles (1964), cuando estudiaron 

específicamente el hnmiltoninno 

que es justamente de la forma (2.1) y es no lineal en q1 y q2 • Cuando la e­

nergía es suficientemente pequeña, el hamiltoniano (2.6) se parece mucho al de 

2 osciladores armónicos desacoplados; al incrementar la energía del sistema los 

términos cúbicos de acoplamiento afectan cada vez más a las trayectorias. Hénon 

y Heiles se preguntaron acerca de la naturaleza de las constantes de movimiento 

del sistema. Como el sistema tiene 4 grados de libertad (x, y, :i:, y), deben de existir 

3 funciones: 

I;(x, y, :i:, y) (i=l,2,3) (2.7) 

que son constantes a lo largo de una trayectoria (constantes de movi~iento ); o 

lo que de otro punto de vista nos dice que la trayectoria está definida por las 3 

ecuaciones: 

I; = C; (j=l,2,3), (2.8) 

donde las Cj son 3 constantes. Cada una de las ecuaciones (2.8) representa una 

hipersuperficie en el espacio fase, y la trayectoria es la intersección de esas 3 

hipersuperficies. 

El problema surge cuando nos preguntamos si las constantes de movimiento 

Ij son aislantes o no. Una constante de movimiento que no es aislante da lugar a 

una hipersuperficie con una infinidad de capas que usualmente cubre densamente 
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el espacio fase, entonces para cualquier fin práctico la condición Ij = Cj no nos 

da ninguna información, por lo que es como si no existiese tal constante. Por 

ello, las constante de movimiento que son aislantes se les suele llamar integrale8 

de movimiento, y las que no son aislantes son simplemente ignoradas. En lo que 

sigue, cuando hablemos de constantes de movimiento nos estaremos refiriendo a 

integrales de movimiento, es decir que no tomaremos en cuenta las constantes 

de movimiento que no son aislantes. Se puecle demostrar que en general, en un 

sistema hamiltoniano formado por una partícula en un potencial bidimensional, 

siempre existe una constante de movimiento que no es aislante, digamos J3 •. Por 

ser un sistema conservativo tendremos que la energía será una integral de moviento 

que llamaremos I 1 • Ahora la pregunta es: ¿ Cual es la naturaleza de la constante 

de movimiento 12? 

Hénon y Heiles notaron que para que el hamiltoninno (2.6) tenga soluciones 

ordenadas se necesita que 12 sea aislante. De esa mnnera, la trayectoria definida 

por las ecuaciones (2.8) debe vivir en un superficie bidimensional, ya que el sistema 

tiene dos constante de movimiento aislantes, J1 e Ji, Por otro lado, si el hamiltonia­

no presenta comportamiento caótico, entonces la única constante de movimiento 

que prevalece es la energía (11 ). Por lo que si la energía es la única constante 

de movimiento, entonces las trayectorias deben vivir en un espacio tridimensional 

(4 variables dinámicas menos 1 cantidad conservada) embebido en el espacio fase 

4-dimensional. Aclarando las cosas, para un sistema con 4 variables dinámicas y 

donde la energía se conserva, se considerará caótica a una trayectoria si vive en 

un espacio tridimensional, y será regular si vive en un espacio bidimensional. 

Hénon y Heiles integraron numericamente las ecuaciones de movimiento de 

su hamiltoniano (ya que no es posible integrarlas analíticamente) y obtuvieron 
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muchas trayectorias para varias energías y para varias condiciones iniciales. Ob­

viamente, para snllC'r si cncla lllHi <lc•s <'sns t.rny"ct.orins viv<' en 1111 <'spn<"io hiclim<'n­

sional o tridimensional, se ncc.,si t.n visuali~arlas de nlgún modo. Sabemos que es 

imposible visualizar con precisión objetos en 3 dimensiones y mejor ni hablemos 

de espacios 4-dimensionalcs o mayores. Para darle la vuelta a este problema, lo 

que se grafica son los puntos de la trayectoria que intcrsectan al plano ( q1 , p 1 ). 

Ya que el sistema que se considera aquí tiene 4 variables dinámicas y se conserva 

la energía, nos quedan 3 grados de libertad, por lo que nos basta con fijar una 

variable dinámica para quedarnos con 2 dimensiones. La variable dinámica .que 

se suele fijar es q2 = O, de esta forma decimos que estamos haciendo un corte 

con el plano (q 1 ,p1 ), y así ya podemos visualizar en una gráfica a este corte bidi­

mensional. Veamos entonces como van a quedar estos cortes bidimensionales para 

trayectorias caóticas y para trayectorias regulares. 

Si la trayectoria es regular, i,e. vive en un espacio bidimensional como vimos, 

entonces el corte de ésta con el plano ( q1 , p1 ) se verá como puntos que forman una 

curva (unidimensional) sobre ese plano. En cambio, si la trayectoria es caótica, 

i. e. vive en un espacio tridimensional, entonces el corte con el plano ( q1 , p 1 ) se 

verá como una mancha de puntos distribuidos en una cierta area (bidimensional). 

Es justamente a este tipo de cortes que se les llama 3eccione3 de Poincaré. En­

tonces, basta con realizar una sección de Poincaré de una trayectoria para saber 

si esta última es caótica o no: si en la sección los puntos parecen formar una línea 

entonces la trayectoria es regular, pero si por lo contrario, los puntos en la sección 

aparecen esparcidos de manera que cubran una cierta región entonces la trayec­

toria es caótica. Una transformación a variables de ángulo y acción nos llevaría, 

para el caso ordenado, a una trnyectoria que vive en un toro. A estas trayectorias 
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se les suelen l!nmil1• é>rbilm; CUl1';i¡wrióc!i~:ns'.y sd V<Jrlí11.'
0

Í:Ol;;¿ cÍ1;culo~ déformaclos 

(cortes t.nu1HV<'t"Hafc!:; ele: l11.l-f~o1:tÜ.c·11"la ~c·c.dc#111 <1¡~ 1:.,i)i11«_~-:~;1'c 11 )~'n1<i~_Fi~: (2.~):-

FlGUHA 2.1. Corte l.rn11svr.rs;d n lllH\ órhit.n c11a.~ipcriódicn 1 los p11nt.os de 
corte fornmu 1111 drculo dcformndo. 

Cal (b) 

FIGURA 2.2. En el cnso orclenndo hL• lrayccl.orins vivon en loros y pueden 
ser: (a) pcri1ídic:as (número ele cnrollamicnto rncionnl) o (h) cuasipcri~clicns 
(nljlllcro de• r.nrollamirnLo irrncionnl). 
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Por vivir en toros, cstn.~ tniyectorins, van·'¡¡; teiler:dos 'pe1·iodos propios1 uno 

con el cual se "enrolla" t.r1urnvcrsn.lmeüt.e ei1 ~l :toro y_'·otro que le dn. la vuelta 

longitudinalmente. Definimos el mfo1.cro d~:·cn~~'zzainicnto como el cociente ele )ns 

frecuencias n.sociaclns a los dos periodos-'. Si~~~ n~lhélo <lcmrollamiento es racional, 

i.e. se puede escribir de la fornui ''f¡, dbnd~:;~-} b;:~<m enteros, entonces la órbita 

será pcrióclicn., yn qne si ésta d1i un 1it'.nnéro·'cle vueltas igual al mínimo común 

múltiplo <le a y b regresa n.l punt.o <le partidn, figura (2.2.n.). Si por el contrario, 

el número de enrol!am.iento es un número irracional, entonces no importa qué 

tantas vueltas dé la trayectorhi, nunca caerá sobre el mismo punto, figura (2.2:b ). 

Una órbita regular con un número <le enrollamiento irracional nunca se cierra y 

llena densamente el 1trea del toro en el que vive, y por eso es que se llama órbita 

cuasi periódica. 

lb) 

(C) 

.i;:,,.~ 

FIGURA 2.3. Secciones de Poincnré del sisteml\ de llénon y lleilcs pe.re. 
disLintos valores <lu In. cncrgin.. 
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Analicemos las secciones de Poincaré que Hénon y Heiles obtuvieron para 

su sistema. La figura (2.3) muestra algtmas secciones de Poincaré para distintas 

energías, cada una con varias trayectorias (varias condiciones iniciales). Estas sec­

ciones se hicieron pidiendo que q1 = O, por lo que obtenemos cortes en el plano 

(q2 ,p2 ). Se puede observar que para una energía E = 1/ 12 cada trayectoria gen­

era una curva unidimensional en la sección de Poincaré, indicando así que todas 

estas trayectorias (para esa energía) son regulares y que el hamiltoniano se ase­

meja mucho a un hamiltoniano integrable analíticamente. Para E = 1/ 6 Hénon y 

Heiles encontraron el asombroso resultado de que su sistema podía presentar un 

comportamiento caótico. Esto lo podemos observar en la figura (2.3) donde todos 

los puntos que ahí aparecen (para E= 1/ 6 ) fueron generados por una sola trayec­

toria. Esta última cubre casi toda el area del espacio fase, por lo que se puede 

deducir que es caótica. Para E = 1/ 8 se muestra cómo se lleva a cabo la tran­

sición de completamente ordenado (E = 1/ 12 ) a completamente caótico (E = 1/ 6), 

en esta sección de Poincaré se ve cómo existe una convivencia entre trayectorias 

caóticas y ordenadas. La sección obtenida para E = Ya nos hace pensar de alguna 

forma en el azar: si seguimos la evolución de la trayectoria y vamos graficando 

punto por punto en la sección de Poincaré nos damos cuenta de que, además de 

no existir coherencia espacial, tampoco existe coherencia temporal, es decir que 

los puntos aparecen "por todos lados" y a intervalos de tiempo irregulares, sin 

ningún orden especial. También se puede observar una diferencia en la evolución 

de dos condiciones iniciales muy cercanas: para E= 1/12 dos condiciones iniciales 

cercanas se separan linealmente con el tiempo, mientras que para E = 1/ 6 divergen 

exponencialmente. 

Un ejemplo cotidiano en el cual se puede observar el fenómeno de divergencia 
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exponencial de condiciones iniciales cercanas es el cigarrillo. Es fácil observar que 

cerca de un cigarrillo todo el humo que sale de él está contenido dentro de un 

pequeño cilindro, es decir que todas !ns partículas ele humo tienen condiciones 

iniciales cercanas. Ahora, si seguimos el humo lejos del cigarrillo nos podemos 

dar cuenta de que las partículas de hwno se alejan rápidamente unas de las otras 

(se separan exponencialmente), a este fenómeno se le llama turbulencia y es un 

ejemplo muy ilustrativo de un comportamiento caótico. 

2.3 El Teorema KAM 

El teorema KAM (Kolmogorov, Arnold y Moser) es el teorema más preciso 

que se tiene hasta el momento acerca de la transición de un sistema regular a 

uno caótico, y aunque es completamente cualitativo, nos da una buena idea de la 

manera en la que aparece el caos. 

Tomemos un hamiltoniano completamente integrable H0(qk,PK) y un hamil­

toniano no lineal (no integrable) H1(qk,PK), y retomemos la ecuación (2.1) para 

construir un nuevo hamiltoniano: 

(2.9) 

Donde ,\ es el parámetro de acoplamiento entre los dos hamiltonianos. Para>. ~ 1 

tendremos que el hamiltoniano H0 casi no va a ser perturbado por el hamiltonia­

no H¡. Este sistema ya no será integrable anaüticamente, pero por ser casi un 

hamiltoniano integrable y tener soluciones regulares (ya que no difieren mucho de 

las soluciones de H 0 ), diremos que es un hamiltoniano cuasi-integrable. Entonces, 

un hamiltoniano cuasi-integrable no podrá ser integrado analíticamente debido a 
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la perturbación no lineal, pero las órbitas serán todas cuasiperiódicas y vivirán 

en toros embebidos en el espacio faHo dimímico. Si hacl'lllos crecer a ,\ pero man­

teniéndolo pequeño, tendremos que el hamiltoniano H 1 va a perturbar cada vez 

más a H 0 , esto hará que los toros del espacio fase se "rompan" y aparezcan nuevos 

toros. Este proceso de ruptura continuará y tendrá como resultado que algunas 

órbitas pasen a ser caóticas. Todo esto es provocado por la interacción de la no 

linealidad del hamiltoniano H 1 ; conforme ,\ crece la interacción se vuelve más im­

portante. La destrucción de los toros es provovada por la falta de constantes de 

movimiento: para el caso de un sistema 4-dimensional las órbitas cuasiperiód.icas 

tienen 2 constantes de movimiento aislantes( la energía, l¡, y otra extra, 12 ), pero 

para las órbitas caóticas se tiene solamente una constante de movimiento que es 

la energía. Podemos entonces decir que la perturbación al hamiltoniano inicial, 

Ho, nos "quita" integrabilidad al sistema, entre más grande sea,\ más porción del 

espacio fase va a perder la constante de movimiento extra y la única constante 

que va a prevalecer será la energía. En resumen, el teorema KAM nos dice que a 

bajas energías tendremos órbitas regulares (círculos deformados en la sección de 

Poincaré) y que al ir aumentando la energía los toros se rompen y aparecen órbitas 

caóticas. Vemos entonces que los resultados obtenidos con el sistema de Hénon y 

Heiles, figura (2.3), cumplen con lo predicho por el teorema KAM: a bajas energías 

(cuando el sistema es cuasi-integrable) solo existen trayectorias cuasiperiódicas y 

conforme se aumenta la energía aparecen trayectorias caóticas (se pierde la inte­

grabilidad del sistema). 
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2.4 Los Exponentes de Liapunov 

Como vimos en la sección 2.1, una manera con la cual se puede ver si una 

trayectoria es caótica o no es fijándose en la evolución de dos condiciones iniciales 

muy cercanas. Si estas condiciones iniciales dan lugar a trayectorias que se separan 

una de la otra lentamente entonces el movimiento es regular. Pero si la separación 

entre las trayectorias crece muy rápidamente entonces nos va a ser imposible pre­

decir el estado final de una condicion inicial dada, ya que una incertidumbre muy 

pequeña en dicha condicion inicial va a producir una incertidumbre enorme al 

transcurrir el tiempo. Por lo tanto, una manera de cuantificar qué tan caótica es 

una trayectoria es midiendo el crecimiento de la separación entre ésta última y otra 

trayectoria cercana. Para esto tomemos dos condiciones iniciales muy cercanas, 

:i;0 y :i:1 • Usaremos :i:; en lugar de :i:;(qk.Pk) para simplificar la notación. Sigamos 

la evolución de ambas condiciones iniciales y fijémonos en su diferencia: 

S:i:(t) = :i:1(t) - :i:o(t). (2.10) 

16:i:(t)1 nos dirá como va a evolucionar la distancia, en el espacio fase, entre dos 

partículas que partieron de condiciones iniciales muy cercanas. Propongamos que 

la distancia entre las dos trayectorias crece exponencialmente con el tiempo: 

6:i:(t) ex exp(..\t). (2.11) 

Si definimos 6:i:o como la separación inicial entre las dos condiciones iniciales, 

entonces se sigue que 

6:i:(t) ex 6z0 exp(,\t). (2.12) 

En la ecuación (2.12), ,\ nos dice qué tan rápido es el crecimiento exponencial 

entre las condiciones iniciales cercanas. Aunque ,\ sea muy pequeño, si es mayor 
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que cero, habrá uria divergencia exponencial de las condiciones iniciales, lo cual 

da origen al cuas. Dcspejaudo X de la ecuación (2.12) SI? obtiene 

,\ 1
1 

16z(t)I 
ex t n l6zoJ , (2.13) 

Entonces tendremos órbitas caóticas justamente cuando ,\ > O. Hasta el momento 

hemos hablado de condiciones iniciales cercanas, pero no hemos especificado qué 

tan cercanas deben estar. Lo que se hace es tomar el límite cuando J6z0 1 --+O: 

,\ = lim _!In lóz(t)I. 
t-oo t lózol 

(2.14) 

Tomando la ecuación anterior se definen los 2N exponentes de Liapunov, uno para 

cada una de las direcciones en el espacio fase, para un sistema hamiltoniano: 

(2.15) 

y se puede mostrar que este límite siempre existe. Tendremos entonces un ex­

ponente de Liapunov para cada una de las 2N direcciones en el espacio fase: 

,\(1), ,\(2),,.,, ,\( 2 N), Existen 3 posibles comportamientos para las condiciones ini­

ciales cercanas (Cis) según los valores de los exponentes de Liapunov: 

• ,\(i) <O => las Cis se acercan exponencialmente en la dirección (i). 

• ,\(i) =O => las Cis no sufren cambio en la dirección (i). 

• ,\(i) > O => las Cis se alejan exponencialmente en la dirección (i). 

Veamos algunas propiedades de estos exponentes. Sabemos que por ser un 

sistema hamiltoniano el vólumen en el espacio fase se conserva (teorema de Liouvil­

le). Esto quiere decir que si tomamos un cierto volumen V de condiciones iniciales 

en el espacio fase y las dejamos evolucionar un cierto tiempo, éstas ocuparán un 

nuevo volumen V'. La conservación del flujo hamiltoniano nos dice que V' = V. 
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¿ Qué consecuencias .trae esto sobre los exponentes de Liapunov? Tomemos un 

volwnen inicial <le! espacio fose, 1;Íúy ¡iei¡11cÍ10,'.,Ví1i y v¡:nmos d>m<> cvol11ci<>1m con 

el tiempo. Como en cada üna)c \~:;: dl~~~i~~lc~i~¡ ~rcclmiento estará determinado 

por exp(,\(ilt), entoncesia e:;f1~~l~~;f~~1~f~~~~ñb volumen V(t) con el tiempo 

estará dada por 

V(t) =Vo exp(>.(l>t) exp(,\<2lt) · · · exp(,\ <2N>t) 

=:- V(t) = Vo exp(,\(1) + ,\(2) + ... + ,\(2N>)t. 

(2.16) 

(2.17) 

Pero, como dijimos, el volumen se preserva, por lo tanto V(t) = Vo para cualq~ier 

t, lo que implica de la ecuación (2.17) que la suma de todos los exponentes de 

Liapunov debe ser cero: 
2N 

:~:::>(i) =o (2.18) 
i=l 

También se puede demostrar que uno de los exponentes de Liapunov tiene que 

ser forzosamente cero: tomemos los ejes cordenados en el espacio fase que tienen 

siempre una dirección alineada (tangente) con el movimiento. De esta forma, 

el exponente de Liapunov asociado a esa dirección tiene que ser cero ya que la 

deformación en el mismo sentido que la trayectoria no puede crecer exponen­

cialmente. Por lo tanto, siempre existe un exponente de Liapunov igual a cero. 

También se puede demostrar que los exponentes de Liapunov aparecen por pares, 

uno positivo y otro negativo, i.e. que para todo exponente de Liapunov ,\(i) 

existe otro exponente de Liapunov ,\(i), con i f j, tal que ).(i) = -,\(j). Esta 

última propiedad se debe a que si en una dirección existe divergencia exponencial 

(exponente de Liapunov positivo), entonces en otra dirección tiene que haber una 

contracción exponencial (exponente de Liapunov negativo) para que se conserve 

el vólumen en el espacio fase. A partir de estos resultados podemos decir que 
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siempre habrá dos exponentes de Liapunov iguales a cero ya que, como siempre 

hay uno igual a cero y siempre existe su negativo, éste último también es cero. 

Veamos en particular el caso de sistemas hamiltonianos con 2 grados espaciales 

de libertad, i. e. 4 grados dinámicos ele libertad. De entrada 2 de los exponentes 

de Liapunov son iguales a cero. Los 2 restantes serán uno el negativo del otro, 

por lo que en realidad sólo necesitamos conocer uno de los exponentes de Lia­

punov distinto de cero. Esto es justamente lo que reduce un poco el trabajo en 

sistemas con 4 variables dinámicas, ya que en vez ele calcular 4 exponentes de Li­

apunov (uno para cada dirección) simplemente tenemos que calcular uno de ellos, 

digamos el positivo. Este exponente se calcula mediante la ecuación (2.14). Un 

caso todavía más particular son los sistemas de 2 grados dinámicos de libertad 

(sistemas hamiltonianos unidimensionales), en donde sólo existen 2 exponentes de 

Liapunov y, como siempre existen 2 exponentes iguales a cero, pues entonces éstos 

dos son cero. Esto es consistente con el hecho de que es imposible encontrar caos 

en sistemas hamiltonianos unidimensionales. 

La noción de entropía ele Kolmogorov se mencionó anteriormente definiendola 

como la tasa media de perdida de información. Usualmente se hace la suposición, 

relación de Pesin (Pesin 1977), de que la siguiente definición para la entropía de 

Kolmogorov es equivalente a la anterior: 

2N 

]( = ¿ >.(i) = 1/2 E l>.(i)I· 
>.C'»o i=l 

(2.19) 

Por lo visto hasta el momento, ya podemos dar una medida cuantitativa de 

qué tan caótico es un sistema hamiltoniano. Queda claro entonces que la alta 

sensibilidad a las condiciones iniciales proviene de la divergencia exponencial de 

condiciones iniciales cercanas, esto se puede ejemplificar en la siguiente figura: 
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Cbl 

.:r. (t) 

FIGURA 2.4. Evolución de dos condiciones iniciales muy cercanas: (a) 
órbitas regulares y (h) órbitas cnóticas. 

2.5 Espectro de Potencias y Función de Autocorrelación 

Además de las secciones de Poincaré y de los exponentes de Liapunov, se 

puede recurrir a otros indicadores parn detectar la presencia del caos. Uno de 

ellos es el c3pcctro de potencia.• que es simplemente la norma al cuadrado de la 

transformada de Fourier (TF) de alguna de las variables dinámicas. Tomemos una 

trayectoria :i:(t) de un sistema con 4 grados dinámicos de libertad y escribamos 

explícitamente la.~ dependencias temporales en cada una ele las variables dinámicas 

(q¡ (t), q2(t), p¡ (t), p2(t)). Tenemos entonces 4 funciones que dependen del tiempo. 

Analicemos el comportamiento de estas funciones cuando la órbita es (a) periódica, 

(b) cuasi periódica y ( c) caótica. 
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(a) Para una trayectoria periódica todas las variables dinámicas tienen que ser 

periódicas y del mismo período. La TF ele cualquiera de ellas nos dará, en el 

caso ideal, una delta de Dirac centrada en la frecuencia w0 correspondiente 

al período con el cunl lns varinbles dinámicas se repiten. Tratando con sis­

temas no integrables, la única forma de obtener la evolución de las variables 

dinámicas es numéricamente, por lo que siendo imposible aplicar la TF, ten­

dremos que optar por la transformada discreta de Fourier (TDF). Haremos 

muestreos de alguna de las variables a intervnlos ele tiempo constantes, para 

obtener una serie de datos que serán sometidos a la TDF. Para una órbita 

periódica, la TDF no sení una delta de Dirac estrictamente, sino una función 

que es cero en todo el espectro salvo en una región pequeña, alrededor de w0 , 

en donde hnbní un "pico" muy pronunciado. 

(b) Para una trayectoria cuasiperiódica, como su nombre lo indica, las variables 

dinámicas serán funciones cuasiperiódicas del tiempo. Es decir que no serán 

estrictamente periódicas, pero mostrarán un patrón repetitivo con cierta re­

gularidad. Es como si tomásemos una función periódica y la "alargaramos" 

y "comprimieramos" ligeramente en el eje temporal, por pedazos; lo que 

obtendríamos sería justamente una función cuasiperiódica. Realizando la 

TDF de una des estas funciones. obtendremos una función que es cero en todo 

el espectro salvo en una región alrededor w0 • En este caso dicha región será 

más grande que la obtenida con una órhitn peric'idica, y además no contará 

con un único pico, sino que estnrá formada por un pico principal muy cercano 

a Wo y por picos subyacentes nuís pequeños a sus lados (ver figura (2.5.a)). 

Ya que no existe una frecuencia única con la cual se repiten las variables 

dinámicas, tenemos una frecuencia principal y otras frecuencias secundarias. 
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(e) Una trayectorii. caótica es tan_irr~gulár que la- evoludó1~ temporal de sus 

variables .cli1uí111icas· ¡1n'rer.~~· Hct:·:t.otiil1ric;n1t.r..:nlcn.t.oria:t nO existe ningtu1n. fre­

cuencia npnrcml.c con ¡;, q;1i1 ~r re¡;it.1111 H1.Jvnicm·~YE~ · nuís, i<i tomamos el 

tiempo cntl'C mibdmcis conse~:it.i~J~. dci'un;;,- vai:ia~le dinámica obtendremos 

una list.a de dat.os que cs. t.;,t.iiln~cnt.e ihdiscériüblc ele UUIL sucesión aleatoria. 

Al tomar la TDF de una tr1tycct.ori1i ciic)t,ica ohtcmlremos una serie de picos 

distribuidos en casi todo el espectro, sin que exista ninguno predominante 

(figura (2.5.b)). Además, si tomamos diferentes trayectorias caóticas para 

una misma energía, veremos que los espectros ele potencias asociados son 

completamente distintos. 

Ca) 

o Wo 2 w 

(b) 

o w 4 

FIGURA 2.fJ.I•:sprcl.ro de potencia.e; para (n) órhitn <:lllisipcritldicn. y (b) órbita. 
caóticn1 en el shil.<'llH\ de ll<'~1ton y llcilcs. 
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Durante su evolución temporal, unn. trayectoria caótica va perdiendo informa-

ci<'n1 <l<~ HU pu.Hado, poi· lo que <•111.n• 1111ÍH t.irnupo huya 1.rn1uH·111Tido H<' vu<•lvc• uuL'"' 

difícil decir donde estaba In partícula inicialmente. Existe una manera cuantita­

tiva de calcular qué tanta informndc\n va perdiendo el sistema, para ello usamos 

la función de autocorrelnción. La función de autoconclnción, como su nombre lo 

indica, da una medida de qué tan correlacionados están los valores de una serie de 

mediciones. En otras palabras, elicr qué tanta inform1tción tiene el sistema com-

parada con la cantidad de información que tenía ant.eriormente. Por lo tanto, si la 

función de autocorrclación decrece estamos perdiendo información, y si crece esta­

mos "ganando" información. Hay que recalcar que la "ganancia" de información 

se mide con respect.o a la cantidad de información inicial, i. e. el sistema no puede 

tener en ningún momento más información que la que tenía en un principio. 

La función ele nutocorrelación C, para una sucesión de valores {x;}i=l, ... ,n se 

define como 
1 n I I 

C = - I:x¡ · X;+t• 
n i=l 

(2.20) 

donde X~·= x;- (x} y (x} = ~ I:~=t Xk. Pero esta forma ele calcular la función de 

autocorrelación es muy poco operacional, por lo que se usa una manera alternativa 

para obtenerla. El teorema de \Viener-Khinchin {Champney 1987) dice que la 

función de autocorrelación de una serie de datos es igual a la transformada de 

Fourier del espectro de potencias ele éstos. Por lo tanto se trata ele la transformada 

de Fourier del cuadrado de la norma ele la transformada de Fourier ele los datos 

originales. Esto corresponde a: 

C(x) = TF(P{x)) = TF (!TF(x)l 2
), (2.21) 

donde C(x) denota la función de autocorrelación, TF la transformada de Fourier 
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y P(x) el espectro ele potencias. En la práctica, como ya vimos, suele ser necesario 

substituir la TF por su versión 11111111\rh·n, TDF. 

Con tocios cstoR conceptos y hcrrrunientas, estamos listos para emprender el 

estudio de un sistema particular que presenta caos: el péndulo extensible bidimen­

sional. 
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CAPÍTULO 3 

EL PÉNDULO EXTENSIBLE 
BIDIMENSIONAL 

3.0 Introducción 

En este capítulo analizaremos el modelo clásico de una molécula de C02 , que 

se puede ver también como un péndulo extensible bidimensional. El hamiltoniano 

original será expreR11clo en t.érminos r\e variables adimcnsionales para reducir todos 

los parámetros del sistema a uno solo. Veremos los límites para los cuales el sistema 

resulta completamente integrable, y finalmente construiremos un nuevo sistema, 

desarrollando el potencial del péndulo en una serie de Taylor a tercer orden. 

3.1 Modelo Clásico de una Molécula de C02 

Construyamos un modelo simplificado de la molécula de C02. Consideremos 

primero la interacción entre el !Ítomo de carbono y uno ele los átomos de oxígeno. 

Dicha interacción se puede ver como la de dos masas unidas por un resorte. De 
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estn formn., tenemos 1111 primer n~otlo:(l~ vÚ;1·i.ítio1i quc¡;ys ~!modo de vibración 

de tipo armónico producido porun\e~.°l't.f.~~Tcilclí·~1nl]Sic;1(6nc?s; pnra cnda uno 

r:~:~:~:~::l~::::l:~:·~~¡~~jf uit!~~;t:;:::::: 
:~~:::::,::::::~~j~l!~l~l~t~b::::::::~~ 
y se separen, con respecto n: ln!1osiá'ioiicle·ci'~uillbrio

0

• A este modo vibracional se le 

conoce como modo torcional, ya qÜe es similar ~l de un péndulo construido con una 

barra flexible (figurn. (3.1.b)). Analicemos el movimiento ele uno ele los átomos ele 

oxígeno con respcct.n al ele carbono. Tenemos c\os movimiento involucrados: uno 

provocado por un resorte y el otro de tipo pendular, por lo que se puede modelar 

la int.eracción carbono-oxígeno como un pédulo que, en vez de tener una cuerda 

con longitud fija tiene un resorte, figura (3.2). 

' r 

(b) 

FIGURA 3.1. Modos vihrncionalcs del 1noclclo clásico ele una molécula ele 
C02: (n.) rnodo tipo rNmrlc y (h) modo lorcionnl. 
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Este modelo es mny ntilizndo ya que es.el análogo clásico para la resonancia 

de Fermi pnrn la molécnln. de C02 • Además resulta ser un buen modelo clásico de 

la mayoría de las moléculas trintómicas. De ahí pnrte el interés de conocer m!Í.• a 

fondo su dinámica. 

3.2 El Péndulo Extensible Bidimensional 

Consideremos un resorte cuya constante de elasticidad es k y cuya longitud 

en reposo, antes de ser estirado, es lo; de él cuelga una masa m. Sea/ la longitud 

del resorte en reposo con la masa colgando. Entonces k( 1-10 ) = mg, donde el lado 

derecho de esta ecunción corresponde al peso de la masa en el campo gravitacional, 

por lo que 
mg 

lo=l-T. 

Definamos las frecuencias propias <lr oscilación de nmhos modos: 

w,:: ff, 
- ¡g 

Wp = VY· 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

donde w, es la frecuencia natural de oscilación del resorte con la masa m colgando, 

y Wp es la frecuencia natural de oscilación del péndulo inextensible de longitud l. 

Definamos ahora el parámetro f como el cociente del cua<lrndo de estas frecuencias: 

gm -1- !2_ 
kl - 1. 
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y 

Para contruir el hamiltoninno para este sistema, sean x y y las cordenadas 

cartesianas definidas en la figurn (3.2), y sean Px y py los momentos lineales res­

pectivos. La energía cinética ser;Í. entonces 

1 
T = 2m (p; + P~) ' {3.5) 

El hamiltoniano estn compuest.o de tres partes: la energía cinética T, la energía po· 

tencial del resorte Vr y la energía potencial grnvitacional V9 • La energía potencial 

del resorte será 

{3.6) 
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donde e = 10 - L, siendo L la distancia entre la masa m y el punto donde se fija 

el resorte, ver figura (3.2). La energía potencial gravitacional será simplemente 

V9 = mgy, (3.7) 

donde y es la altut'a de la masa m con respecto al origen. Entonces el hamiltoniano 

H=T+V9 +Vr (3.8) 

queda como 

H = 2~ (p';, + P~) + mgy + 1/2k(lo - L)
2

. (3.9) 

Pero (l -y)2 + x2 = L 2, entonces e= lo - L = 10 - ..j(l -y)2 + x 2, por lo que el 

hamiltoniano, en las cordenadas (x, y, p.,py), queda finalmente como 

1 k ( )2 H(x,y,pz,py) = 
2

m (p~ + p;) + mgy + 2 10 - ../(!- y)2 + x 2 . (3.10) 

Como podemos observar, en este hamiltoniano aparecen 5 parámetros: m, g, k, 10 

y 1, obviamente no son todos ellos independientes (ecuación (3.1)). Nos gustaría 

reducir el número de parámetros para que el estudio ele'\ sistema sea menos engo­

rroso. Para ello, vamos hacer un rcescalamiento de algunas cantidades: daremos 

la energía en unidades de mw; 12 = kl2 , las longitudes en unidades de 1 y el tiempo 

en unidades del período de oscilación natural del resorte w;1 • Con esto definimos 

nuevas variables: ~ para la energía, r para el tiempo y q¡ para las longitudes, es 

decir: 

Energía: E--+ { = E/kl2, 

Longitudes: X¡ --+ q¡ =X¡/[, 

Tiempo: t --+ T = t X W,,. 
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Para simplificar la notación, las únicas ,variables. que van a ser renombradas .. -- ... _.,;, . 

son las de las longitudes (x-> q,,!J -+q2):y los momentos (Pz-> p¡,py-> p2). 

Para todas las demás (H, E, V, t) usa~ernos'!a misma notación, aunque hay que 
,-·.," 

recordar que hicimos un reescalamicnto:C Después de un poco de álgebra se obtiene 

un nuevo hamiltoniano adimensional, que en las nuevas corclenadas, queda como: 

H = 4 (p~ +p~) +fq2 + 4 (1-1-Jc1-qd +q?r {3.11) 

Como podemos observar, la aclimensionalización redujo el número ele parámetros 

del sistema, de 5, a uno solo que es f. Entonces, para estudiar la dinámica completa 

del péndulo extensible para todos los valores de sus parámetros, basta simplemente 

analizar la dinámica que genera el hamiltoniano adimensional (3.11) en función de 

un solo parámetro. Como vimos, los parámetros no eran idependientes. O mejor 

dicho, era posible variar un solo parámetro, sin tocar los restantes, para obtener 

toda la gama posible de movimientos. Como podemos deducir de la ecuación (3.4) 

el parámetro f sólo puede tomar valores entre O y 1, ya que 10 $ 1 y que 10 ;::: O. Por 

lo tanto, todos los movimientos posibles del sistema van a ser alcanzados variando 

el valor de f entre cero y uno. Entonces en lo que sigue debemos recordar que 

0$f$1. 

3.3 Desarrollo de Taylor a Tercer Orden para el Potencial 

Como se ve de la ecuación {3.11), el potencial completo V(q1 ,q2) es: 

V(q¡,q2) = fq2 + 4 (1- .f- V(l- q2)2 + q~) 
2 

(3.12) 

El desarrollo de Taylor se lrnrá a tercer orden porque a segundo orden los términos 

cruzados se hacen cero, lo cual nos deja con un hamiltoniano igual al de dos os­

ciladores armónicos desacoplados. Desarrollaremos alrededor del punto de reposo 
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que es justamente ( q¡, q2 ) = {O, O) .. El desarrollo a tercer orden del potencial debe 

ser entonces de In forma: 

(3.13) 

Cabe recalcar que las derivadas arriba escritas tienen que ser evaluadas en el 

punto (q1,q2 ) = (0,0). Después ele evaluar las derivadas parciales, el potencial 

aproximado v<3>(q¡,q2). que llamaremos potencial truncado, queda como: 

(3.14) 

Por lo que el hamilt~niano del ~Ói1chiló trunc~do será: 

1 1 ... · . 
H<a> = 2 (p~ + p~) + 2 (f q~ + q~ - (l-f)qfo2 + ¡2). {3.15) 

Entonces, el hamiltoniano (3.15) es una aproximación al hamiltoniano original 

(3.11 ). Ambos arrojarán resultados similares cuando las cordenadas (q1 , q2) estén 

próximas al punto (O, O), ya que el desarrollo de Taylor fue hecho alrededor de ese 

punto. Como podemos notar, el origen es justament.c Pi punto donde la energía 

es mínima (en reposo), por lo que In aproximación H< 31 será más precisa mientras 

menor sea la energía. Entonces podemos adelantar hechos y decir que los resulta­

dos arrojados por ambos hnmiltoniunos deben de coincidir a bajas energías. 

Por otro lado. a a!UtH energías los dos hamiltoninnos van a diferir considera­

blemente. Es más, serán completamente distintos: mientras que el hamiltoniano 

completo es confinante. a cualquier energía, el hamiltoniano truncado no lo es 
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a altas energías. Veamos que significa esto de que el péndulo con el potencial 

truncado a tercer orden (que llamaremos péndulo truncado) no es confinante a 

altas energías. Un sist.ema es confinant.e cuando las partes que lo componen no 

se pueden alejar infinit.ament.e ent.re ellas. Por el contrmio, un sistema no es 

confinante si para valores grandes ele la energía dichas partes se "desconectan" 

entre si, es decir que se alejan infinitamente y no vuelven a acercarse. Un ejemplo 

de un sistema que no es confinante es el del átomo: si se le da suficiente energía a 

uno de sus electrones, el átomo se ioniza y pierde a éste último. 

Para saber si un sistema es confinante o no, debemos de buscar si existen 

puntos silla en el potencial. Si existen dichos puntos entonces el sistema no es 

confinante, ya que la partícula se puede "escapar" a travcz de la región donde existe 

un punto silla. Para encontrar la energía máxima que puede tener el sistema sin que 

existan problemas de que la partícula se aleje infinitamente, necesitamos buscar 

la energía mínima parn la cual se puede alcanzar un punto silla. Apliquemos este 

criterio para enccmt.rar la <'IH'l"p;Í>t nuíxinrn que puede> soportar el péndulo truncado. 

Para ello debemos de encontrar los puntos silla del potencial, luego buscar el punto 

silla que tenga menor energía, y justamente esa será la energía máxima, Emax. que 

puede tener el sistema para seguir confinado. Nos interesa conocer esta energía ya 

que si le dieramos al sistema una energía mayor que Emax se podría llegar a un 

punto silla del potencial y entonces la masa m se "ionizaría" (con analogía con un 

átomo), es decir que se alejaría infinitamente del punto de reposo y no regresaría. 

Calculemos entonces esta Emnr• buscando primero los puntos silla del potencial. 

Un punto silla de una función g(x, y) de dos variables es un punto (xo, Yo) tal que 

las primeras derivadas parciales evaluadas en (x0 , y0 ) se anulen y que 

g,,(xo,Yo)gyy{xo,yo)- (g.i:y(xo,Yo))2 <O. 
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Para el potencial truncado, el criterio del punto silla se reduce, con la ecuación 

(3.16), a encontrar los ¡nmt.os (<¡j, <J2) tales que 

(3.17) 

y tales que las derivadas parciales se anulen, es decir que: 

y (3.18) 

Aplicando al potencial truncado esta condición se obtienen los puntos en donde la 

primera derivada vale cero: 

y (3.19) 

Los valores de qj y q2 dados por la ecuación anterior cumplen con la ecuación 

(3.17), por lo tanto (qj, <J2) es efectivamente un punto silla. Evaluando el potencial 

en este punto encontraremos Emax: 

E v<3 >( • *) f2 + f2 max = </¡ 1<J2 = 2(l - J)2 2º (3.20) 

Por otro lado notemos que la energía mínima, Emin que puede tener el sistema en 

ambos casos (truncado y completo) es la misma, ya que cerca del punto de reposo 

los dos hamiltonianos se parecen mucho, y vale: 

f2 Emin = H(O, O, O, O)= H<3l(O, O, O, O)= 2' (3.21) 

por lo que la ecuación (3.20) se puede reescribir como: 

f2 
Emaz = Emin + 2(l _ f)2 • 

(3.22) 
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3.4 Ecuaciones de Movimiento 

Para obtene1· las ecuaciones de movimiento usemos las ecuaciones de Hamil-

ton: 
. 8H 

P1 = -Dq1, 

. 8H 
P2 = - 8q2; 

. 8H 
q¡ = 8p¡, 

. 8H 
q2=av2· 

Para el péndulo completo se obtiene: 

41 =p¡, 

. - (1 - f) q¡ 
p¡ - ~ / 2 (1 )2 - q¡' 

yq¡ + - q2 

-P2 = (1 - f) - q2 - (1 - f) (l - q2) 
,jqí + {1 - q2)2 

(3.23) 

(3.24) 

(3.25) 

Estas ecuaciones son bastante complejas, por lo que su integración analítica no es 

factible. También cabe notar que estas ecuaciones son no lineales, lo cual indica que 

puede existir caos. Recordemos que ecuaciones de movimiento lineales implican 

necesariamente que el sistema es regular, pero que ecuaciones de movimiento no 

lineales NO implican necesariamente que exista caos en el sistema. Por lo que una 

no linealidad es condición necesaria pero no suficiente para la aparición del caos. 

En realidad no existe un criterio general para saber si nn sistema va a presentar 

un comportamiento caótico o no, siu embargo en este trnbajo se va a proponer un 

criterio que nos indique aproximadamente cuando es que va a aparecer el caos. 
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Realizando las operaciones equivalent~s, con las ecuaciones de Hamilton (3.23) 

y {3.24) y el hamiltoniano {3.15), par'." el:pot;;I"lcial truncado obtenemos otras 

ecuaciones de movimiento: 

(3.26) 

Podemos observar que las ecuaciones de movimiento para el potencial truncado 

(3.26) tampoco son lineales. Estas ecuaciones parecen ser mucho más simples 

que las ecuaciones de movimiento del péndulo completo (3.25), pero tampoco 

pueden ser integradas analíticamente (salvo para ciertos valores específicos de 

sus parámetros, ver la siguiente sección). Es importante recalcar que ecuaciones 

aparentemente sencillas, con pocos grados de libertad, como las ecuaciones (3.26), 

pueden generar órbitas caóticas. 

3.5 Casos Límite 

Veamos dos casos límites en los cuales las ecuaciones de movimiento se pueden 

integrar analíticamente: cuando f = O y cuando f = l. Veamos primero el caso 

en el que f = 1, y analicemos lo que les pasa a las ecuaciones de movimiento para 

el péndulo completo y para el péndulo truncado. 

Primero tratemos ele entender lo que significa fisicamente que f = l. Sabe­

mos que f = (wp/w.) 2
, por lo que f = 1 se traduce en Wp = w •. Por lo tanto las 

frecuencias de oscilación son las mismas en ambos modos. Veamos como quedan 
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nuestras ecuaciones de movimim1t.6 déspué8 ele tomnr f = 1 en lns ecuaciones 

(3.25): 

ii1 =p1 

ii2 =~~P2. 

7)1 = -q1, 

'P2 = -q2. (3.27) 

Estas son precisnmcnte las ecuaciones de dos osciladores independientes (de­

sacoplados) con frecuencias iguales a la unidad. Las órbitas solución estarán 

dadas por las funciones: 

q1 (t) =A cos(t) + Bsen(t), 

q2(t) = C cos(t) + Dsen(t), 

p1(t) = Bcos(t)-Asen(t), 

p2 (t) = Dcos(t)- Csen(t). (3.28) 

Donde A, B, C y D son constantes que se definen al especificar las condiciones 

iniciales del sistema. Digamos que al tiempo t = O se dan las condiciones iniciales 

(q1(0),q2(0),p1(0),p2(0)), entonces A = q1(0), C = q2(0), B = p1 (0) y 

D = P2(0). Con esto queda perfectamente determinada la evolución temporal 

de cualquier trayectoria del péndulo completo para f = l. Entonces, para f = 1, 

las órbitas serán elipses con su centro en el origen. 

•Péndulo truncado; f = 1: 

Ahora usemos las ecuaciones de movimiento (3.26) del péndulo truncado 

y tomemos f = l. Se puede ver rápidamente que se obt.icnen exactamente las 
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mismas ecuaciones <le movimiento qtie para el péndulo completo. Por lo tanto 

tocio lo dicho e11 c•I iuciso nnl.ericit' •;s l.1t111hi1l11 v1íliclo pnrn d p<lnclnlo trüi'1c1ulo. 

Cabe recalcar qne los sistem1IB, pénelnlo complct.o y péndulo truncado, tienen 

ecuaciones de movimiento mny diferentes, sin embargo, cuando f = 1, éstan son 

iguales y dan origen a las mismas trayectorias (elipses centradas en el origen). 

• Péndulo completo; f = O: 

Como en el caso f = l, tratemos de entender lo que significa físicamente 

que f = O. Recordemos nuevamente que f = (wp/w,)
2

, por lo que pedir que 

f = O tiene dos interpretaciones posibles: (1) Wp = ,/gf/ = O ó (11) w, _ 

.jk¡;;,-+ oo. En el cnso (I) tenemos otra vez dos posibilidades: (La) g = O ó 

(Lb) 1-+ oo. Pnra d cnso (TI) !ns clos posibilielael<'s son: (ILa) k-+ oo ó (11.b) 

m = O. Traduzcamos a palabrns !ns ecuaciones anteriores: (La) no existe campo 

gravitacional, (Lb) la longitud ele la cuerda es infinita, (11.a) la constante del 

resorte es infinita y (II.b) la mnsn ele In partícula es cero. 

Si comparamos todas estas proposiciones nos podemos dar cuenta de que 

en cierto modo son equivalentes. Por ejemplo, decir que no hay campo gravita­

cional, decir que la longitud de In cuerda es infinita, o decir que la masa de la 

partícula es cero nos lleva a nn sistema en donde tenemos un resorte con una 

masa sin fuerza gravitacional. Por lo que las órbitas serán las mismas que las 

generadas por uua m11sn amarrada a un resorte sobre una mesa horizontal sin 

fricción. Por lo que sin resolver las cc1111ciones ele movimiento, para el caso en 

el que f = O, po<lcmos de<lucir la forma de las trayectorias. 
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FIGURA aii1·~~d:1JiJ~i;·¡·~ l~~ comporta coÍno una mru;n ntnda n un 
". rcsOrt~ cn-11111\ -nl1ú~it.-Riíl: fric:r.ión':·-~· . ·-. . -<.':··· ... , ' , .. 

• Péndulo truncado f = O: 

En este caso resulta que el sistema no es confinante para ningún valor de la 

energía. Esto se puede observar de la ecuación (3.22): si hacemos J = O obtenemos 

que Emaz = Emin. Por lo tanto, la energía máxima que admite el sistema (para 

seguir siendo confinante) es igual a la energía mínima que este puede tener. Lo 

que nos indica que no existe ninguna energía parii In cual el sistema sea confinant.e, 

por lo que este e.aso carece de int.erc'"· 

Con csl.o <¡ncda t.cnui1111cla la. descripción .e.Id sisLm1m ni cual le vamos a cstu-
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<liar su estabilidad. Ahora pasemos a la siguiente sección donde se explica detalla­

damente el criterio que se usó pnrn la pcrdicción de In rncrgía crítica de transición 

orden-caos. 
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CAPÍTULO 4 

UN CRITERIO PARA LA APARICIÓN DE CAOS 

4.0 Introducción 

En este capítulo se presenta el criterio de Toda-Dolotin, para la predicción 

de la energía crítica de transición orden-caos en un sistema hamiltoniano; y se le 

aplica para calcular las energías críticas de transición en el péndulo completo y 

el truncado. Este criterio fne propuesto en los artículos de Toda (1974), Bolotin 

et al. (1989) y Núñez Yépez et al. (1990), sin embargo mmca se han hecho 

pruebas sistemáticas sobre su validez; por lo que los resultados de este trabajo 

mostrarán qué tan valido resulta r.1 criterio de Todn-Dolotin, al menos para el 

péndulo extensible. 

4.1 Evolución de una Pequeña Perturbación 

La característica más importante que presentan los sistemas caóticos es la 

extrema sensibilidad a pequcilos cambios en las condiciones iniciales, lo que, como 
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ya sabemos, quiere decir que la sefpara~ión)oc~l entre,t.rayectorias muy cercanas 

(en el límite en que la separadón;it1~~ial;~IÍtre
0

l8.S condiciones iniciales tiende a 

cero) aumenta en forma expa'tÍe~¡¿¡!;¡écin;~l.·tiiiinpo: d(t) ex exp(>.t), con),> O • 
• ~ - , .• Yi'.<'('' .c ... ,• ' ,,·-,· . _ •. · - • 

Por ello, nos interesa estucli~r;~dª{~:yíi i:;dife~Ír la evolución de dos condiciones 

iniciales muy cercanm;. E~t.mli~;11~;~ riÚ~~ ii'i~vhlución t.c•mpornl de la distancia que 

separa a dos trayectorias que9n~p.e.za~on),J:liCÍalmente muy cercanas. 

Consideremos un sistema:ha~:¡Ú~~l~~ con 4 grados dinámicos de libertad, y 
:-·. ,'··-· , .. 

sea 
,1 (. 2 2 H(q¡,q2,p¡,p2) = 2 ]Ji +p2)+ V(q¡,q2), (4.1) 

el hamiltoniano de este sistema. Si consideramos una trayectoria x(t), cuya 

condición inicial es x(O), obviamente x(t) tiene que cumplir con las ecuaciones 

de Hamilton: 

por lo que: 

• éJH 
q; = éJp; y 

• éJH 
p¡ = - éJq;, 

.() (. . . . ) (ºH éJH éJH éJH) 
X t = <¡¡,<¡2,p¡,p2 = -

0 
,-
0 

,--
8 

,--
0 

• 
Pi P2 q¡ q2 

(4.2) 

(4.3) 

De esta manera nos aseguramos que x(t) es efectivamente una trayectoria (solución 

a las ecuaciones ele movimiento) ele! sistema. Ahora, hagamos una perturbación 

infinitesimal. óx(O), a la conclicion inicial x(O), obt.cmif'nclo así una nueva condicion 

inicial x'(O): 

x 1(0) = x(O) + óx(O). (4.4) 

Sea x'(t) trayectoria engendrada por la condicion inicial x 1(0). Entonces, lo que 

nos interesa conocer es la separacic'm, óx(t), entre las dos trayectorias en todo 

instante de tiempo. Esta separación se podrá calcular en todo instante de tiempo 

con: 

óx(t) = x'(I.) - x(t). (4.5) 
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Para simplificar la notación y no estar, cargando con las derivadas de las ecuaciones 

de Hamilton, definamos la funcióll f de t~l forma que al aplicarla a las variables 

de una trayectoria nos cié las derivadas de estas últimas. Es decir 

f(z(t)) = ~(t) = (iii.<i2,fa1,.P2). (4.6) 

Apliquemos entonces esta función fa la trayectoria z'(t), y usemos la ecuación 

( 4.5) para escribir a z 1 ( t) en función de la trayectoria original y de Ja perturbación: 

f(z') = f(z + 6z) = :i: + 6:i:. (4.7) 

La última parte de la ecuación (4.7) se pudo escribir gracias a que la función fes 

lineal ya que lo que hncc es derivar y In deriv11ción es unn opernción lineal. Cabe 

señalar que las dos trayectorias y la perturbación dependen del tiempo, pero para 

simplificar la notación hemos omitido la dependencia temporal. 

Por otro lado, haciendo un desarrollo de Taylor de f (z + 6z), gracias a que 

116zll «: 1, obtenemos: 

(4.8) 

en donde \l flx6z es una matriz que debe de ser evaluada en la trayectoria. 

Igualando ( 4. 7) con ( 4.8) obtenemos la ecuación para la evolución de la pertur-. 

bación: 

(4.9) 

Definiendo Mlx = \l fl,, la ecuación ( 4.9) se puede reescribir como: 

6:i: = Mlx ·Óz. (4.10) 

Por lo tanto, Ja ecuación anterior contiene la información sobre la evolución tem­

poral de la perturbación; solamcnt." falt.a por conocer explícitamente la matriz 

Mlx, que llamaremos mritriz ele e11ofocicln para la pertm·bación. 
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4.2 Matriz de Evolución de la Perturbación 

Escribamos la matl'iz M, usando la·notn:ción por coordenadas de 

así, 

Pero como 

. ({)H 8H {)H 8H) 
(/1 (x),f2(x),f:1(x),f1(z)) = -;:¡-,-

8 
,--

8 
,--

8 
, 

UJll P2 "' í/2 

entonces la ecuación (4.12) queda como: 

82 H / 8q2 {)p, 
EJ2 H /8q28J12 
-82 H / 8q28q1 

-{}2'lf /éJqi 

a2n¡ap¡ 
82 H / 8p1 8p2 
-82 H / 8p1 8q1 
-82 H / 8p1 8q2 

(4.11) 

(4.12) 

( 4.13) 

Recordemos que todas las derivadas que aparecen arriba deben ser evaluadas sobre 

la trayectoria. Calculando las dPrivadas del hamiltomiano (4.1) obtenemos la 

forma general para la miitriz M: 

Mlx = ( v;~ 
- 11 

-V21 

(4.15) 

Donde V;;=: 82V/8q;8q; valuado en la trayectoria. 

Remplazando (4.15) en (4.10) obtendríamos la ecuación de evolución para la 

perturbación. Aparentemente el problema est.á casi resucito ya que únicamente 

deberíamos de resoh-cr dicha ccuaciém y analizar su comportamiento. Sin embargo 

hay que tener en mente que las derivadas del potencial deben de ser valuadas en 
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la trayectoria. Por lo que seguimos en las mismas, ya que para poder valuar las 

derivadas del potencial sobre la trnyectoria, debemos primero tener la trayectoria, 

lo que implica haber resuelto las ecuaciones de movinúento previamente. Para 

darle la vuelta a este problema haremos una aproximación bastante fuerte. La 

aproximación consiste en olvidarnos de la dependencia temporal en la trayecto­

ria donde se va a hacer la evaluación de las derivadas. Para ello, tomemos la 

trayectoria :i:(t) y remplazemos la variable temporal por las cordenadas explícitas 

( q1 , q2 , p 1 , p2 ). Con ésto, tendremos que la trayectoria es función de las corde­

nadas únicamente (olvidandonos de la dependencia temporal). Por lo que, en 

las derivadas del potencial de la ecuación (4.15), nos olvidaremos de la depen­

dencia temporal y haremos simplemente las dcriYaclns parciales con respecto a 

las cordenadas sin tomar en cuenta el hecho de que hay que valuarlas sobre una 

trayectoria. Ello es obviamente una aproximación, pero nos permitirá encontrar 

un criterio relativamente sencillo para la aparición de movimientos caóticos en el 

sistema, empleando propiedades geométricas de la función de energía potencial. 

De este modo, dejaremos de escribir Mlx y simplemente escribiremos M, donde 

ya tomamos la aproximación arriba mencionada. Ahora, observemos nuevamente 

la ecuación de evolución (4.10) de la perturbación, y apliquemos la aproximación: 

S:i:=M·S:i:. ( 4.16) 

Con la ecuación (4.16) ya estamos listos para analizar la evolución de la per­

turbación, ya que no tenemos ninguna dependencia temporal y las derivadas del 

potencial son simples derivadas parciales con respecto a las variables dinámicas. 

Por lo tanto, las V;; serán simplemente funciones que dependen únicamente de 

(q1 , q2 ,pi,p2 ), que serán calculadas a partir del potencial del sistema que estemos 

tratando. Este último punto es la cuestión medular dd análisis, ya que no nece­

sitaremos resolver las ecuaciones de movimiento para obtener la ecuación (4.16), 
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lo único que necesitamos es hacer unas simples· derivadas del potencial. 

Para finalizar con este análisis ele hemos clc est.nclinr In ecuación ( 4. 16) con algo 

de detalle. Como sabemos, el comportamiénto cunlitat.ivo de la ecuación (4.16) 

será determinado por los valores propios de la matriz M. Si TODOS los valores 

propios d<! M H<>ll i11rnµ;i1wrioH e11t.011ces In. pcrt.nl·lrncic)u vn n. <~voluciuuar, cu tudas 

las dircccioneH dinámicas, cunlit.ativnmcnt.e como <'Xp( iwl.). Lo c¡ue nos indica c¡uc 

la separación entre las condiciones iniciales cercanas va a oscilar con el tiempo, 

y, lo más importante, es que no va a diverger exponencialmente. Por lo tanto, si 

todos los valores propios de M son imaginarios, no habrá divergencia exponecial 

en la separación de condiciones inicinles cercanas, por lo que el sistema será regular 

y no presentará movimientos caóticos. 

Por otro lado, si AL MENOS UN valor propio de Mes real, habrá al menos 

una dirección dinámica en la cual In p1•rt.11rlrnt'.ión óx P\'nlncione cualitativamente 

como exp(..\t), donde,\ es un número real. Esto nos indica que habrá una diver­

gencia exponencial en la separación de condiciones iniciales cercanas. Por lo tanto, 

si algún valor propio de M es real, entonces tendremos divergencia exponencial de 

condiciones iniciales cercanas, es decir que estaremos en presencia de caos. 

En la siguiente sección se dan las condiciones para las cuales los valores propios 

son imaginarios o reales. 

4.3 Valores Propios de la Matriz de Evolución de la Perturbación 

Para encontrar los valores propios de la matriz M, debemos de buscar los 

valores de ,\ que cumplan con la ecuación: 

det(M- ..\1) =O, 
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o explícitamente: 
-.\ o 1 o 
o .,-.\ o 1 

=0. -v.. -V12 -.\ o (4.18) 

-V21 -V22 o -.\ 

Lo que nos da la ecuación característica para los valores propios 

(4.19) 

cuyas soluciones son: 

.\=± (-1± ( 4.20) 

Como se puede esperar, encontrar las regiones para las cuales todos los valores 

propios de la ecuación (4.20) son imaginarios, es una tarea algo laboriosa, sin 

embargo el resultado finnl es muy corto y conciso como veremos a continuación. 

Escribamos explícitamente los 4 valores propios: 

.\1=+~J-1+p¡ . 

.\2 = +~J-1-n . 

.\3=-~J-1+p¡ . 

.\4 = -~J-1-J1- ~~· 
Donde se definieron las siguientes cantidades 
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Como podemos observar ele (4;21), . ..\3 ,;;,. -'..\ 1 ... y ..\.1:= ,"".'...\2, por lo que basta con 

analizar ..\ 1 y ..\2 • En lo que sigtie supondremos que /3 >O, por lo que necesitaremos 

comprobar, autes de aplicar el critCrio de Toda-Dolotiu que: 

Vi1 + Vi2 >o. ( 4.23) 

Usando (4.23) en (4.21) obtenemos que los dos valores propios independientes (..\1 

y ..\2) son de la forma: 

A¡CX:v-l+n . 
..\2 ex: v-1 -F ~~. 

Ahora analizemos cada uno ele estos valores propios por separado. 

• Para ..\1 : 

(a) 1 - ~ >O # a < 'f.: 
En este caso tendremos que: 

n esreal, 

entonces, para que ..\1 sea imaginario, necesitamos que 

-l+H<º 
4a 

=>1- - < 1 [32 
4a 

=>p2>0 

=>a> O. 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

Por lo tanto, en este caso (a), basta con perdir. que a > O y con eso nos 

aseguramos ele que ..\ 1 sea imaginario. Ahora veamos el otro caso. 
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(b) ~< ![!.. 
u - ~4. 

Para este caso tendremos que: 

(4.27) 

sea imaginario se 

(4.28) 

Ahora analizemos el otro valor pl'Opio independiente. 

• Para >. 2 : 

(a) 1 - ~ ~ O ~ a ~ /f: 
En este caso tendremos que: 

n esreal, {4.29) 

Jo que implica que 
r;-40 

-1 - V, - 732 <o. (4.30) 

Por lo que, en este caso (a), >. 2 será imaginario siempre. 

{b) 1 - ~~ <O ~ a> /f: 
Para este caso tendremos que: 

n es imaginario, (4.31) 
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por lo que, en este caso (b), A2 será siempre imaginario. 

Vemos entonces que .\2 es siempre imaginario, siempre y cuando /3 > O. Re­

copilando todos los casos analizados, se puede concluir que si queremos que TO­

DOS los valores propios sean imaginarios debemos de pedir que a > O y verificar 

que f3 > O. Si a toma un valor negativo, entonces ,\ 1 y ,\3 serán reales. Para el 

caso límite en el que a = O dos ele los valores propios son cero y los otros dos son 

imaginarios. Resumiendo todo esto, podemos afirmar que 

si V11 V22 - V¡22 > O => TODOS los valores propios son imaginarios, 

si V11 V22 - V¡22 ::=:; O => AL MENOS un valor propio es real. 

Por lo tanto, si V¡ 1 V22 - V¡22 > O no existirá divergencia exponencial para 

condiciones iniciales cercanas, mientras que si l'1 1 V22 - \1¡22 < O entonces sí habrá 

divergencia exponencial. 

Por otro lado, veamos la definición de curvatura gaussiana de una superficie 

bidimensional. Tomemos como superficie bidimensional al potencial V(q 1 , q2 ), 

entonces su curvatura gaussiana, ]{, se define como: 

(4.32) 

Como podemos constatar, ]{ tiene el mismo signo que a = Vi 1 V22 - V¡22 • Por lo que 

basta con analizar el signo de la curvatura gaussiana para saber si el sistema tendrá 

un comportamiento regular o caótico. Cabe señalar, que el haber introducido la 

curvatura gaussiana es algo artificial y que el hecho que Vi 1 V22 - V¡22 tenga el 

mismo signo que !\ es una casualiclad. Aunque, el haber introducido la curvatura 

gaussiana nos ayudará a visualizar geometricamenete el problema, ya que podemos 

razonar por analogía con el movimiento de una partícula sobre una superficie con 
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la forma del potencial. De esta manera;)a imagen que tendremos de nuestro 

problema será la de 11na partíc11ln.que se mueve sobre la superficie generada por 

el potencial. 

Entonces, si la trayectoria de una partícula, sometida al potencial V(q1, q2 ), 

vive completamente en la región de curvatura gaussiana positiva (!{ > O), todos 

los valores propios de M serán imaginarios y no existirá caos. Si por el contrario, 

la trayectoria es tal que la partícula entra en una región de curvatura gaussiana 

negativa del potencial (!\ < O), entonces al menos 1m valor propio de M será 

real lo cual indica la existencia de caos. Ahora veamos qué relación tiene lo que 

acabamos de ver con la energía crítica de transición orden-caos. 

Generalmente, los potenciales intramoleculares tienen una región de curvatura 

gaussiana positiva a bajas cnergÍRs y a altas energías el potencial tiene curvatura 

gaussiana negativa. Esto es lo que sucede justamente para los potenciales del 

péndulo completo y del truncado. Entonces, para dar 11na estimación de la energía 

crítica de transición orden-caos delwmos de b11scar ln energía mínima que necesita 

la partícula para nlcam:ar mm rcgir'in de curvatura gaussiana negativa. Llamemos 

Er. a esa energía. Si la partícula tiene una energía menor que Ec entonces no podrá 

alcanzar una región con J\ < O, por lo que será una órbita regular. En cambio, 

si la partícula tiene una energía mayor que Er., cnton<'<'S habrá alguna condicion 

inicial que haga que la partícula llegue a una zona con /{ < O, lo que dará lugar 

a un comportamiento caótico. Por lo tanto, la estimación de la energía crítica de 

transición orden-caos será simplemente la energía mínima necesaria para alcanzar 

una zona con curvatura gaussiana negativa. 

Con este criterio podemos dar una estimación de Ec con solo examinar el 

potencial al cual está sujeto la ¡mrtícula. Parn ello, basta con calcular la energía 
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mínima que tenga J( = O. (ya qtw justo arriba de elln·.tendremos una zona con 

!( < O). Por lo tanto, el ¡)roblÓma d6: cncbntiar ·Ec se ·reduce a un problema 

geométrico, donde "e buscad 1;IÍui11Ío d~'~1;~~"rJ~1~Íón (la eüergía) dentro de una 

ccmstricci6n (K =O), sin c¡i1c;<s/1m'.~\;¡~i;lc·.~;:rifl~11rlncon<iicióu Vi 1 + V22 >O. 

En !ns dos sip;11icnt.c•s S<'<'<Mni~~ s.:'luirr; k.>;1;;1ú';:ic>,rpar11 los pot.<•ndnlC's complct.o y 

truncado del péndulo extensible. 

4.4 Energía de Transición Orden-Caos en el Péndulo Completo 

Verifiquemos primero que Vi 1 + V22 > O en la región con J( = O. Haciendo 

las derivadas del potencial completo se puede llegar a que: 

(4.33) 

Por otro lado, pedir que !\ = O se reduce a pedir que: 

(4.34) 

Combinando las ecuaciones (4.33) y (4.34) se llega a que dentro de la región con 

J( = O se tiene siempre que: 

Vi1 + V22 = 1 >O, ( 4.35) 

por lo que la condición Vi 1 + V22 > O se cumple bien. Veamos ahora la forma del 

potencial cuando J( =O. Usando la ecuación (4.34) se obtiene que: 

( 4.36) 

Ahora bien, de la ecuación ( 4.34) se puede ver que el valor mínimo que puede tomar 

q2 manteniendo J( =O es 1 - (1- f) = f, ya c¡ue la ec1111ción (4.34) representa un 
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círculo de radio 1 - f centrnclo cri el punt~ (q1, q2c )=fo: l); P6r l~ queé lá ei:uaCión 

( 4.36) alcanzará su mínimo cuando q2 =.Í. Lb q~e ~~s da, n;~~ie[lclci ~~te.~alor en 

la ecuación ( 4.36), el valor de Ec ÍJnr~ <e( poi~~ci~i c()1Il¡;l~to;~ 
·,~:' -- - . - - -~ ',,.__ 

E;/~¡2 

Eut.onces, el valor de la energía crítica de transición orden-caos ·para el péndulo 

completo es Ec = f 2 • 

4.5 Energía de Transición Orden-Caos en el Péndulo Truncado 

Procedamos ele 111 misma mnn<'ra c¡nc p11ra el potencial completo. Tomando 

ahora el potenci11! t.nmcaclo y cnlc11l11ndo l11s derivadas correspondientes se obtiene: 

(4.38) 

Y la condición I\ = O nos 

(4.39) 

q1 =O, por 

lo tanto el q2 máximo vale 

( 4.40) 

Recordemos que en el 

f-1 ~o. (4.41) 

Multiplicando la ecuación (4.40) por f - 1 (que es negativo según Ja ecuación 

( 4.41)) obtenemos: 

(f - 1 )<¡2 ~ 1 ~ /1 - f) = - ¡, 
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sumando f + 1 de ambos lnclos y sitnpliflmllélo sé llega finalmente a que: 
. - -- ·-''·-- < - . -- --.··.-

1+1 +o_-Aq2 ~\: < 
,~:_;~': > •• " ::,~º. 

( 4.43) 

SI comparamos esta última ecuación: J?ú;iií:_ri~un~lt>n "-{4.3S) llegamos a que se 

cumple la ecuación (4.23): '111 + lF..?2 :>~o .. f.6r1Z~~({pbdelllos aplicar el criterio 
>.'.'~' :::~~ . - - ' 

de la curvatura gaussiana. ·,i'.;['. 
/;~)-_ .;~ >:<-: -''~ ,_-.·, 

Busquemos entonces la energía mí11im~;q\l(l tenga K = O. Como dijimos, la 

conclici<\n para que K = O es equivalente a la_ ecuación ( 4.39). Si metemos esta 

condición en el potencial truncado se llega a que: 

(4.44) 

Los puntos críticos de Vi\=o se dan cuando: 

q¡ =o y cuando 2_ f 
q¡ - 2(1 - /)2 • 

(4.45) 

Se puede verificar que el primero es un máximo y que el segundo es un mínimo, 

por lo que el valor de '11 que nos sirve para encontrar el mínimo ele la energía es el 

segundo. Metiendo ese valor en el potencial truncado obtenemos el valor de Ec: 

/2 /2 
Ec = 4(1 - 1)2 + z· (4.46) 

Que en términos de las energías 1rníximas y mínimas del potencial truncado (que 

definimos en el capítulo anterior) nos queda como 

E _ E111ar - Eman E 
e - 2 + min· (4.47) 

Por lo tanto. el vnlor de la energía crítica de tmnsición orden-caos para el péndulo 

truncado es finalmente 

Ec = Emar + Emrn 
2 

(4.48) 
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En esta sección cnlculnmos entnn:ces)as estimaciones de las energías de tran­

sición ordcn-caoH pam el p<Ímh1\o.t.n1hci1_~lo y_el-To111¡:1"t.<>. C\\bc, recordiir que el 
·;, . '!·~ ··,··C'.". ·.•-,::'-'-,,-.--.~·~·::-,.-.;· '-~-, --~-«~:'.-· - --

dc¡ienclcncia cx¡ilícit.11 ele! t.ie111¡ui _cn1l1_i 11!1;tri;;,;d<l!vZil11!;ic:'~np1irn In perturbnció11. 

En el siguiente capít.11!0 HC m11cnfr1111 loH'i.~;{f¡'t,n:;f¡:~ 1i\l1.;'.1ticl~~ experimentalmente 
,·~?;-

(por medio de una comput.adom) parad pétid¡_{\6\tÍ.úicado, que serán compara-

dos con la estimación de la energía crítica ele t;~~j¡~i611 ~rden-caos obtenida con 

el criterio de Toda-Bolotin (ecuación (4.48)). 
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CAPÍTULO 5 

RESULTADOS Y CONCLUSIONES 

5.0 Introducción 

En este capítulo prescmtaremos los resultados obtenidos. D-at'emos únaidea ele 

los métodos ele infrgnición 11tiliuHlns así como de los instnunentos computacionales 

q11c se requirieron. Veremos las secciones de Poincaré, los espectros de potencias, 

la función ele nutocorrclnci6n, los exponentes clc-Liapunciv, cspaeios fase; espacios 

físic,os, et.e. Como es de cspcrnrsc\ rn un t.rahnjo c\c, cst.a naturaleza en donde 

t.oclo <'l anlÍlisis cid sist<'ma se rrnlir.o por mc\tciclos clP inl!!gración numérica, cstc 

cnpítulo de resultados presenta un gran número de grMicns. Estas gráficas serán 

nuestros resultados experimentales que compararemos con la predicción teórica 

para In energía de transición orden-caos. 

5.1 Integración Numérica 

Como ya. sc mcndonc'>, In., <'<'naciones ele movimient.o para los dos sistemas 

no son integrables annliticamente, por lo que se tuvo que.recurrir a la integración 

numérica. Se trataron vnrios métodos de integración en cmnputacloras distintas 

usa.nclo divcrRos lc11gun.jes de prop;ranuwié1n. 
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Primeramente se desarrollo un programa, en lenguaje de programación C 

(Kernigan y Ritchie 1985) en una computadora IBM PC compatible (procesador 

386 con coprocesador matemático), para simular el movimiento en el espacio físico 

del péndulo {para ambos potenciales). En este progrnma se usó en un principio 

el método numérico de int.egración ele Euler (Goulcl y Tohochnik 1988) para una 

primera visualización del problema. El método ele Euler es el método ele inte­

gración numérica más sencillo que existe, pero por Jo mismo es el menos preciso 

{en la mnyoria ele los casos). Sin ·emhí\rg<>;· Ja sencillez cid método de Euler nos 

permite visualizar sin mucho esfuerzo (con tm algoritmo corto) el sistema que es­

temos tratando. Además, este método, por tener un algoritmo corto, nos permite 

integrar con bastante rapidez. Est.ri método funcionó mny bien a bajas energías, 

pero a ali.ns energías se tuvieron problemas con la conservación de la energía, por 

Jo que se implementó el mismo programa pero con el método numérico de inte­

gración de Verlet o leap frog (Goulcl y Tobochnik 1988). El método de Verlet usa 

un algoritmo que es ligeramente m•Í..' largo c¡ue el de Euler, pero la precisión del 

método si se mejora consic.lerahlcmente en la mayoría ele los casos, en particular 

para nuestro sistema. 

Una vez familinrizn<los con el sistC'ma y con el tipo ele trayectorias que gene­

raba, se desarrolló otro programa con las mismas carncterísticas que el anterior, 

para visualizar las secciones ele Poincaré. Con este programa nos dimos cuenta 

ele que en efecto el sistema del péndulo extensible presenta un comportamiento 

caótico para ciertos valor"s de sns panímetros y de su energía, aunque todos estos 

resultados fueron más tarde corroborados por nuevos programas con otras ruti­

nas de integración mucho más pr.,cisa~. La ventaja ele este programa es que se 

visualiza clircctamr.nt.c cómo se va crrnnclo la SC'r:ción ele Poincnré, en cambio, con 

los progra1nas qtto H<~ rc·ali:1,1u·o11 postc!rionncnt.e, la. vi:-;nali~aci<ln in1nccliata de las 
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secciones ele Poincaré es imposible como veremos má.<; adelante. 

Para los cálculos precisos clcl sistema se usó~una computadora MICRO VAX 

3!JOO del Istituto ele Física de la UNAM. Los programas realizados en la MICRO 

VAX fueron cHcrit.oH cu lcguajc <k' progmmacióu FORTRAN (Lignelct 1985) y 

se usó el progrnmn MERSON de las hibliotccn.s del Ccrn Library. El programa 

MERSON utiliza el método ele Runge-Kutta de 4to orden (Press W.H. et al., l!l88) 

para la integración numérica. El método ele Runge-Kutta de 4to orden es mucho 

más preciso que el ele Euler o el ele Verlet, atmque el algoritmo es más largo y 

por lo tanto más lento. Al usar el método ele Runge-Kutta estamos sacrificando 

tiempo pero estamos ganando prrsición, y como se comentó en el capítulo 2, la 

presición es un factor crucial en la detección del énos. Esto último es debido a que 

nos sería difícil detectar si los resultados parecen caóticos porque en realidad lo 

son o porque cometimos mucho error en la integración numérica. A continuación 

describiremos los programas que se realizaron en la MICRO VAX. Por otro lado, el 

programa de MERSON usn un algoritmo ele paso ele integración variable, i.e. que 

usa un paso de integración pequeño en donde la integración así lo requiera y usa un 

paso de integración más grande cuando no se afecte a la presición impuesta. Esta 

autorregulación del paso de integración acelera mucho el algoritmo de integración 

sin afectar la precisión de los resultados. 

Para realizar las secciones ele Poincaré que se muestran en este trabajo se 

diseño un programa en la MICRO VAX, en lengnaje <le programación FORTRAN, 

con rutinns de MERSON que integran numericamente con el método de Runge­

Kutta. A este programa se le clan una serie de condiciones iniciales y conforme va 

integrando nttmericamente guarda las cordenadas de los puntos de las secciones de 

Poincaré en un archivo de elatos. Finalmete, este archivo ele elatos es trasladado al 

DEC SYSTEM 3100 ele! Instituto ele Física de la UNAM para poder ser graficado 
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en pantalla y mandado a imprintlr a una impresora laser por medio del programa 

GNUPLOT. Como podemos not.ar, para poder graficar en.la pantalla una sección 

dn Poiucnré, se nc<'csit.an vnrins prn·ms, por eso es qttu se renli~<'> el prognuua que 

grafica directamente !ns secciones rle Poincaré en un PC. De esta manera se podía 

verificar cuales condir.iones inir.ialcs convenian para la sección de Poincaré antes 

de poner a trabajar a la MICRO VAX. La ventaja de tocio este procedimiento es 

que la integración se realiza en una computadora más rápida que una PC, con un 

método de integración mucho más preciso (y sobre tocio que ya ha sido probado con 

anterioridad) y la impresión en impresora laser tiene mucha más definición. Esto 

í1ltimo se debe a que el programa ele graficación GNUPLOT del DEC SYSTEM no 

hace una impresión directa de la pantalla ele alta resolución que tiene una definición 

ele 040 x 380 sino que manda las corclenadas ele los puntos a la impresora laser que 

tiene una definición ele 300DPI (300 clots per in ch, i. c. 300 puntos por pulgada), 

lo cual supera ampliamente la definición de cualquier pantalla gráfica de una PC. 

Para cacular los exponentes ele Liapunov se utilizaron dos programas distintos. 

El primer programa que se desarrollo, con las misnrn.~ características que el ante­

rior, calcula los 4 exponentes de Liapunov, uno para cada una de las 4 direcciones 

en el espacio fase, del sistema usando la ecuación (2.15). Se encontró que 2 de los 

exponentes eran practicamente cero (comparados con los otros 2) y que los dos 

restantes, en el caso ele órbitas caéit.icas, eran elistintos rle cero pero lo más impor­

tante que uno era el negnt.ivo ele! otro. Con esto verificamos que nuestros cálculos 

eran aceptables ya que se verificaron dos ele las propiedades de los exponentes 

ele Liapunov en sistemas hamiltonianos: siempre existen dos exponentes iguales a 

cero y los exponentes ele Liapunov aparecen por pares. Posteriormente se usó el 

programa de TRA.JPOL ele Martín Zirnbauer en la MICRO VAX. Este programa 

sólo cacula el exponente ele Liapunov más grande por medio de la ecuación (2.14) 
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por lo que su algoritmo es murho más rápido que el anterior. Afortunadamente, 

los dos programas arrojnron rcsultndos similares por lo cual nos conformamos en 

utilizar sistematicamente el programa ele TRAJPOL para calcular el exponente 

ele Liapunov y así ahorrar tiempo rle procesador. 

Para el espectro de pot.cnciM y la función clcnutocorrnlación se instrmnentó un 

progrruna en la MICRO VAX c¡ue usa la TDF (transformada discreta de Fourier) 

con el programa FFTRC de las rutinas de IMSL de la MICRO VAX. Y final­

mente se desarrollaron programns varios para obtener las secciones de Poincaré 

del sistema de Hcnon y Heilcs, para ver la evolución ele una pequeña región de 

condiciones iniciales en el espacio físico y en el espacio fase, y para visualizar 

treyectorias en el espacio físico y en el espacio fase. 

De ser necesario daremos, en cacla sección de est.c capítulo, información más 

dctallnda sobre cnda uno ele los programas que se realizaron para obtener los 

resultados 11quí expuestos. 

5.2 Primeras Evidencias 

En esta scccic)n vm·cmos las primeras evidencia.• que muestran que los dos 

sistema.~, péndulo truncado y péndulo completo, presentan un comportamiento 

caótico a altas encrgfas. Para ello se muestran trayectorias en el espacio físico y 

en el espacio fase, la evolución de un pequeño volumen de condiciones iniciales, 

los espectros de potencins y las funciones de autocorrelación. Todo esto para 

trayectorias rcgulnres (bajas C111C1rgÍIL•) y para traycct.orias cnóticas (altas energía.•). 
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5.2.1 Trayectorias en el Espacio Físico y en el Espacio Fase 

Como se ha dicho con anterioridad, el caos proviene de la alta sensibilidad a 

las condiciones iniciales. ¡,Pero si observasemos directamente una trayectoria par­

ticular del sistema podríamos decir si es caótica o no a simple vista? La respuesta 

a esta pregunta es que necesitmnos nuís información que una sola trayectoria para 

saber si ésta tíltima es caótica o no. Si tan sólo tenemos una trayectoria del sis­

tema es imposible asegurar si existe caos o no, pero si tenemos varias trayectorias 

podemos hacer algunas comparaciones. En la figura (5.1), página anterior, se 

muestran dos trayectorias físicas (q1 , q2 ) del péndulo truncado. La figura (5.1.a) 

representa la trayectoria en el espacio físico del péndulo truncado con f = 0.25 a 

baja energía, E = 0.035, y la figura (5.1.b) es la trayectoria del mismo sistema, 

· f = 0.25, a alta energía, E = O.OS. Podemos observar una gran diferencia entre 

ambas trayectorias, esto se debe a que la primera es regular y la segunda es caótica. 

A simple vista, la nocicín de caos está representada en estas trayectorias: la trayec­

toria regular tiene una tendencia bien cl<'lcrminada, parece que sigue cierto patrón 

ele comportamiento, por el contrario, la trayectoria caótica no tiene una dinámica 

regular, no sigue ningún patrón de movimiento. 

Pensemos que es lo c¡11e pasaría si hicie>sP.mos 11na peq11eña modificación en 

las condiciones iniciales en ambas trayectorias. Para la trayectoria regular, una 

perturbación en las condiciones iniciales daría lugar a 11na trayectoria muy pare­

cida ya que el movimiento sigue 11n cierto patrón. Pero una perturbación en la 

trayectoria caótica daría 111gar a 11na trayectoria qnc no se podría predecir a partir 

del comportamiento ele la original. Este fenómeno sería el equivalente a tratar de 

adivinar el número que va a caer en un ciado: si el ciado está cargado tenemos una 

gran oportunidad ele adivinar el número, pero si no lo está, sería imposible decir 

con certeza cual será. 
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También .. pocle111os oh:5crvarel·ini51no é~ct~d~rcg¡iláJ:jdacl)in .!JI espació fase 

( q1 , p 1 ), figura (5.2); ,E1i ·in'. fii~i~.; (5~2!if)sef1i1ííestr;i el, ~~p~ció fase, (q1 .'v1) de la 
.·;~J;~ -,,, ... ' "' 

trayectoria cle}n figura (5'.l;a) f:•(l:Ól>s~fva riue~ltn1cntc cierta regularidncL Por el 

contrario, ~n la fig1i~·~ (5:2'.1',),''~s{>~f~¡d't~~·:tqr~p 1 ) cln~n trayectoria ele la figura 
,~;¡,; '~· 

(5.1.b), podemos ohser'vnr q\1e$0'".xisiti:i# patfón clcterminaclo. Por lo tanto, se 

pueden extraer.las mismasco~~l1i.~'¡¡j~~~'q\l~ para la figura (5.1). Claro está que 

las figuras (5.1) y. (5.2)no son suflcle~tes para afirmar que el péndulo truncado 

present,a caos, pero nos clan ciert.a evidencia ele que así sucede. 

5.2.2 Evolución de Codiciones Iniciales Cercanas 

Como se ha venido mencionando, la propiedad fundamental ele un sistema 

caótico es la alta scnsibiliclacl 11 In.• condiciones iniciales. Por esta razón se ideó un 

programa r¡ue ayudan visualizar el cfpdo ele "sta alta s"nsihiliclacl n las condiciones 

iniciales. Este pro~n1111n to111n. unn scri<~ ele couclicion<'s iuidalcs cercanas, nl tie111po 

t0 , r¡ue forman un rcct{mgulo en el espacio fn.5c (q 1 ,p1 ), !ns deja evolucionar hasta 

un cierto tiempo t 1 y son graficaclas, luego las deja evolucionar hasta otro tiempo 

t2 (t2 > t 1 ) y son graficaclas, y así succ<'sivamcnte. Lo que se obtiene finalmente es 

la evolución ele un11 región ele condiciones iniciales cercanas a intervalos de tiempo. 

Veamos primero lo que sucede para el péndulo truncado a baja energía, 

E = 0.035. La figura (5.3) prcsPnta In evol11ci6n clC' un pequeño rectángulo ele 

conclicion"s inicin!C's (0.01 < q 1 < 0.05 y 0.01 < Jll < 0.05) en el espacio fose 

(q 1 , ]l¡ ). Los tiempos rl" mtwstrC'o son t0 = O, t¡ = 2.5, t 2 = 5, t 3 = 10, t 4 = 15 

y t 5 = 20 (en segundos del sist<'nm). Podemos observar que el rectángulo ele 

conclicion"s inicin!C's "" clcformcí muy poco con <'i t.imnpo. Es decir que condiciones 

iniciales cr.rcn.nas cvolurinnaron clP In. 1nisma 1nnncra1 sin separarse mucho. Esto 
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comprueba que en este cnso, E = 0.035, para el rectímgulo ele concliciones ini­

ciales que se escogió, no existe divergencia exponencial entre condiciones iniciales 

cercanas .. 

FIGURA 5-.!I. Ev.ol.11¿·¡·6n··~lc.~6~di~i6~~s. i~i~i~lcs:·~crcanns d~l_ J)4ncl_ul~ irun-
cuclo en una rcgiOn ordcm\cln. ' -· .·· · 

Ahora tomemos el mismo sistema, péndulo truncado con f = 0.25, y la misma 

región ele condiciones iniciales (0.01 < q1 < 0.05 y 0.01 < p¡ < 0.05) pero para 

una energía alta, E= 0.08, figura (5.4). Los tiempos son los mismos que la figura 

anterior: t0 = O, ti = 2.5, t2 = 5, t3 = 10, t4 = 15 y ts = 20. Vemos como 

la evolución del rectángulo ele condiciones iniciales es completamente distinta a 

la anterior, en este caso, la misma pequeña porción de condiciones iniciales se 

deforma notahknwnt.c y piercl" su forma, en el mismo tiempo. Después de las 

primcrns it.<'racimws sn pucc!" ohsrrvar claramente que cxite contracción en una 

dircccic\n y cxpa11sic\11 cu otra clirc:'cción. Esto (:oncuerdn con el teorema de Liouville 
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FIGURA 5.4. Evolución ele condiciones iniciales ccrCnnM del péndulo trunw 
cado en 11nn rcgic>n caótica. 

Es claro entonces que en la figura (5.4) existe una divergencia rápida entre 

condiciones iniciales cercanas en alguna de las direcciones del espacio fa~e. Al 

tiempo to tenemos una región muy pequeña clr. condiciones iniciales que evolu-

ciona, hasta d tirmpo t~, rn una rrgión, con la misma área que la anterior, que se 

esparce por tocio el espacio fa~e. Esto quiere decir que esas condiciones iniciales 

cercanas evolucionan de tal manera que después de cierto tiempo están lo suficien­

temente alr.jaclas como para cubrir una buena parte> cid espacio fase. Por lo que 

se concluye que en este caso, condiciones iniciales cercanas, pueden estar, después 

ele un tiempo relativament.e corto, bastante alejada~ y por lo tanto dar lugar a 

trayectoria~ complct.nmcnt.c distintas (cuando la cn<or11;ía es alta). 

77 



5.2.3 Espectro de Potencias y Función de Autocorrelacón 

Como se vió en la sección 2.5, el espectro de potencias y la función de autoco­

rrelación pueden ser unos buenos inrlicnclores sobre In cxist.1'11cia ele caos en sistemas 

hami!tonianos. Apliquemos lo visto para analizar las figuras (5.5) y (5.6) donde 

se presentan los espectros ele potencias de dos trayectorias físicas. La figura ( 5.5) 

representa el espectro ele potencias de una trayectoria clel péndulo truncado para 

f = 0.25 con una energía hnja, E = 0.035 y In figura (5.6) para una energía alta, 

E = O.OS. Podemos ver nípiclnmcnte que la figura (5.5) corresponde al espectro 

ele potencias ele una órbita ctrnsiperióclica en tanto que la figura (5.6) corresponde 

al espectro ele potencias ele una trayectoria cnót.kn.. 
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FIGURA 5.5. EspC'ctro ele pot.cnc~as d.e .. uri~;:lr~Y~~~'.~.,ri~.:_:¿·~;~f~criódicíl. del 
péndulo truncaclo. ' .. " · - - · · .. · 

·;,·;:.<··, . 

El espectro ele potencias ele In trayrictoria 'citnsipcrióclica ele la figura (5.5) 

tiene un pico muy prommciaclo en wo = 0.1625. y dos picos subyacentes (w = 0.15 
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ESTA Ti.SI~ 
HUS. Df 1.A 

y w = 0.1775). Esto quiere decir qneJns vnrin.blcs dinámicns ele esta trayectoria se 

repiten wo veces por segimdctri.pr~xinÜ1cla11lente,'i.c, .que se repiten cada l/w0 ~ 
G.15 segu11cloH ildsist;\1!11~VE>lt.o ii11pl¡~fac¡\\e i~iHt<i.<'i<;rt.11 l'"gularidacl en el sistema, 

Por In t.rmt.n po<lrmns 

El espectro ele pote~1cin.S;dcJa)raiyédoria de la figura (5.6), al contrario que 
, : , . • '· .. - .o,. ·' • · : ,•e',·. "~· ~ 

el ele In anterior, nó ticri<J sóio·iiÜ:¡)ic~ clominante. Podemos ver qt1e este espectro 

de potencins está constH.ni~l~·w~~ una serie ele picos qne van desde w = 0.0175 

hastn w = 0.2675. Porlo tanta', pnr\emos decir qnc !ns vnrin.hlcs dinámicas de esta 

trflyectoria no se r~pitril. -cóh --~~~\tlariclacl. Es decir que no existe un patrón de 
• ,. ' ,:.:.º : -. : ~--; '- _;··, 

evolución ele las variables di.námicas para esta trayectoria. Por lo que concluimos 

que estamos freútc ~ iti{!i·CÍ;hiti\ caótica. 
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FIGURA ñ.G. Espectro ele potencias de unn. órbitn. c'nót.ica. élcl'¡>éndulo trun­
cndo. 
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Veamos las correspondientes fun'ciories dé autocorrel!lción para los dos tipos 

de órbitas anteriores. En la5' fig11r~0;(s'.?) y'(5.s) ~~ presentan las funciones de 

autocorrclación ele las trnycctori"a; ct1y~s e~¡;ect~:os ele potencias corresponden a 

las figuras (5.5) y (5.6) respectivamente. 

Vemos como la función: ele nnt.ocorrclación de la primera trayectoria, a bajas 

energías, no decrece nunca hasta cero, sino que oscila alrededor de un cierto valor. 

Esto se debe a qne estamos tratando con una órbita cuasiperiódica en donde, como 

su nombre lo indica, las variables se repiten con cierta regularidad. La función de 

antocorrelación pnrte de 1111 máximo y disminuye ligcramcnte porque las variables 

no se repiten a intervalos ele tiempo completamente idénticos, sin embargo vuelve 

a crecer ya que después de cierto tiempo regresamos muy cerca del estado inicial, 

y este proceso se repite indefinidruncnt.c. 

200000 

150000 

100000 

50000 

-50000 

-100000 

-150000 

-200000 

500 1000 1500 2000 2500 
Tiempo de integrocion 

Flf:URA 5.7. Función clC" nutocorrcln.ción de una órbita cua..c;ipcriódica del 
péndulo truncado. 
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FIGURA 5.8. Función ele nutocorrelnción de una órbita caótica del péndulo 
truncnclo. 

Para la función ele aut.ocorrclación ele la segunda trayectoria, a altas energías, 

pasa algo completamente distinto. La función de autocorrelación parte de un 

máximo y disminuye rápidamente hasta llegar muy cerca ele cero a los 150 segun­

dos donde crece nn poco y decae completamente a cero a los 350 segundos. En 

este instante el sist.cma ha pcrclirlo por completo la información que tenía en un 

principio, i. e. sería imposible saber ele donde vino la partícula o mejor dicho cuales 

fueron la~ condiciones iniciales del sistema. Notcse que las escalas de tiempo ele 

esta figura son mr.nores que las escala~ de tiempo ut.iliznrlns en la figura anterior, 

lo que indica que el procr.so ele pérdida de información es rápido. Finalmente 

la función ele autocorrelación de la segunda trayectoria vuelve a crecer un poco 

y decaer a cero y así succcsivam<'nte. Esto se debe a que el sistema, después ele 

cierto tiempo, regresa umy cerca rld estado que tenía inicialmente. Esta propiedad 
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de los sistemas caóticos es muy intere~a~~e¡ uda órbitécaótica .es capaz de llenar 

densamente una región del espacio;as~frreilón~¿a~~lca)·~in llegar nunca a cerrase. 
'.' ·,. ·~··"-. .,,, ' (, .: .. , ._ ,._ • ' ; •_-,<:'·· -~ 

Esto quiere decir que parac,ult1.~uip{c?~dl~i~1~Jnicial que demos al sistema, en la 

región C'.aótica, siempre l;~¡)~IÍ.~{1i1 ti~n{;~ ~~it~;~arael cual la órbita regrese, tan 
-· <'.:»' :;-"· 

cerca corno se quiera, de lit cÓrtdiclon 'ii1iéill.I oÍ'iginal sin nunca llegar a cerrarse, 

teorema de Poincaré-Z~rrneI~.: 

5.3 Secciones de Poincaré 

Corno se vió en la sección 2.2, 11na traycdoria cs regular si los puntos de 

la sección de Poincaré (corte bidimensional del espacio fa.~e) forman una curva 

unidimensional. Si por el contrario estos puntos llenan una región bidimensional 

en la sección de Poincaré entonces estarnos frente a una trayectoria caótica. 

En el programa que se escribió para obtener !ns sccciónes ele Poincaré se 

escogió el plrmo (q¡ ,p1 ) como plano ele corte. Recorrlcmos que nuestro sistema es 

4-climensional pero que ni pedir la conservación ele la energía nos quedamos con 

3 corclenarlns lihrcs. Para hacer entonces un cort.e hiclimcnsional necesitamos fijar 

una variable, esto se hiió piclienclo que q2 = O, de est.a manera, las secciónes de 

Poincaré quedaron en el plano (q1 ,pO con q2 =O y se pidió que p2 > O. 

Para obtener una sección dn Poincaré cornplct.a se tuvo que proceder de la 

siguiente manera. Prim[)ro se escogieron una serie ele condiciones iniciales usando 

e} programa q11c se realizó en la PC. De esta manera nos asegurarnos de que esas 

condiciones iniciales, qun podían ser ·ele 10 a 18, llenab1m uniformemente la sección 

rle Poincarrí sin dejar mucho cspnrio vado. Esto 1ílt.imo cs bastante importante, 

ya que si 110 csc.ogcmos bien la sm·ie ele condiciones inil'ialcs podemos pasar por 
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alto algunas regiones que' pucelci1' ~er,inte~C's~rites, , i. e., c¡ue presenten caos. Pos­

teriormente, con esta serie ele collciii:i,olles' iniciales se alimenta el programa de 

la MICRO VAX. Este progmmn toma cada C:ondicion inicial y a partir de ella 

comienza a integrar. Cont.inunmcnte, en cada paso ele integración, se verifica si q2 

cambia de signo y si p2 > O, si es nsí, estamos seguros ele que q2 fue cero en algún 

momento previo. Si guarclnsemos las corclenadas ( q1 , p 1 ) en ese paso de integración 

cometeríamos un cierto error ya que en ese instante q2 no es exactamente cero. 

Para solucionar este problema, cada vez que q2 cambia de signo se regresa un paso 

de integración (antes ele que <J2 cambie ele signo), se reduce el paso de integración 

en un factor de 10 y se continua integrando hasta que q2 cambie nuevamente de 

signo, entonces se nplicn rl mismo procedimiento. Este procedimiento se aplicó 2 

o 3 veces en !ns gníficns obtenielns, ele csn manera nos aseguramos de que q2 estaba 

muy próximo a cero en el momento c¡ue se guardó el ptmto (q1, PI) en un arclúvo 

de elatos. Esto se hizo para cada una ele las condiciones iniciales de la serie. 

5.3.1 Secciones de Poncaré del Péndulo Completo 

Antes de analizar !ns secciones de Poincaré del péndulo truncado veamos una 

serie de secciones de Poincaré ele! pénelulo completo. Con esto analizaremos el 

efecto que tiene sobre rl sistema el haber hecho un desarrollo en serie de Taylor 

del potencial. Se espera ele antemano que la dinámica del péndulo completo y del 

péndulo truncado sea muy parecida a bajas energías ya que justamente se hizo el 

desarrollo alrcclerlor de In posición el<' <'<¡uilihrio (E,,.¡.,}. 

En In figura (5.D) se presenta una serie de secciones de Poincaré para el péndulo 

completo con f = 0.25. Podemos saber mucho acerca de la dinámica del péndulo 

completo con sólo observar esta serie ele secciones. V<'lllOS como para una energía 
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baja, B= 0~035?to(~11.~ .hi.~ t11{1ycct:ori1~~H~r~ c1;·11.~iji(!ri<í~lic11.~. Cabe mencionar que 

las trayC!ctotiris q;1c ¡)~.¡'~¡ pc~{cJ'prl1~íef'!~ui;ámrite t.1~mbi<\n pasan por el tercer 

cuadrante, l~ mismo ~ueede ¡~~r~liui tr¡y~ctCl~~aselel 'segundo cuadrante que son 

las mismas que Úis del ctmrtci '<:;;,;¡¡r.;:tite>· Est.o su ddw 1\ la simetría del sistema: 
- . ~ - -

d pP.nrlnlo oscila rln nna l11rlnimr:1·, nlot.rn, im lllltr'V<' rl<' izr¡nicrrll\ 1\ rlnr<'chn. <'<>tnn 

ele derecha a izquierda. Cuando el péndulo cruza el eje q1 ( q2 = O) para q1 < O ele 

izquierda a derecha (p1 > O) y ele abajo hacia arriba (p2 > O) obtenemos un punto 

en el segundo cuadrante ele la sección, y cuando regresa cruza el eje q1 (q2 = O) 

para q1 > O ele derecha n izqnicrcln (p1 < O) y de ahajo hacia arriba (p2 > O) 

obtenemos un punto en el cuarto cuadrante. Esta simetría nos reduce el trabajo: 

nos basta analizar el primer y segundo cuadrante ele la sección ya que los dos 

cuadrantes restantes, tercer y enarto, son sus simétricos. 

Sin embargo, como se puede ob}ervar, la simetría se rompe a altas energías 

(E ~ 0.4375). Para E = 0.4375 podemos observar una diferencia entre las trayec-

torias del primer y tercer cnadrant.n, esto se debe a 'l'"' In simetría se rompió. Lo 

qne sucede es que a altas cnnrgín.• el péndulo y1L no solo oscila alrecleelor ele su 

posición ele equilibrio, sino que también puede llegar a girar o pasar por arriba del 

punto eloucle se sujeta el resorte. Esto provoca que una trayectoria a altas energías 

gire solamente hacia un lacio (el contrario a las mnn<'cíllas del reloj por ejemplo) y 

que no pueda hacerlo hacia el otro Indo, lo que tiene como resultado que su sección 

ele Poincaré pierda la simetría que mencionamos antes. 
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FIGURA 5.9. Secciones de Poincaré del péndulo completo para f = 0.25. 
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Una vez teniendo clara la simetría podemos concluir que para E = 0.035 

todas las trayectorias son cuasiperiódicas y que existen dos (y no cuatro) órbitas 

perfectamente periódicas. Estas trayectorias periódicas se localizan justo en el 

centro ele los círculos cleformnclos ele! primer y segunrlo cunclrnnte. Gracias a que 

rlcntro ele un toro existe otro. toro más pequeño que no ~ortn ni anterior, y dentro ele 

ese nuevo toro existe uno más pequeño y así indefinidamente. Entonces existirá un 

toro que sea infinitamente delgado que esté clent.ro ele tocios los toros más graneles 

que él. Este t'iltimo toro, por ser infinitamente clelgaclo, se convierte en una simple 

línea cerrada, órbi tn periódica. Por lo tanto, dentro ele cada círculo de la sección 

ele Poincaré, existirá una órbita periódica. 

Si observamos la siguiente sección, E = 0.07, podemos notar que existe mu­

cho parecido con la anterior. La única diferencia es que la trayectoria central se 

"ensanchó", esto quiere decir que pasó de ser una trayectoria que vivía en un toro 

(E = 0.035) a una trayectoria con má.~ libertad. Por lo tanto, esta trayectoria 

cubre una región hiclimensionnl ele In sección, i. e. es una trayectoria caótica. La 

región que se llena con trayectorias caóticas se ·llama región caótica. Podemos 

observar que el área de la región caótica es muy pequcna, esto nos indica que 

. existen muy pocas condiciones iniciales que clan lugar a trayectorias caóticas (las 

que están dentro ele la región caótica). 

Aumentemos más la energía ele! sistema, E = 0.2, en esta sección se puede ver 

como la región caótica crece ele tamaño, "apoclcranrlosc", por así decirlo, ele toda 

la parte central ele In sección. Esto indica claramente que ahora existen un gran 

número de condiciones iniciales que dan lugar a trayectorias caóticas. Es intere­

sante observar como clent.ro ele regiones caóticas pueden existir regiones regulares, 

estas regiones se sud<•n llamar i.<la..< KAM debido a 'l'"' tienen forma ele islas en 

"un mar ele puntos cn<íticos" qne son predichas por el teorema KAM. Entonces 
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vemos como la región ca<)ticn puccle roclear regiones n•g11lares, i.e. que dentro <le 

una zona que parece completamente caótica puden existir órbitas cuasiperiódicas. 

Es nuís, l11s cunt.r11 islic' KAM d"1 C"l'lll.ro dn <'SI.a lig11rn, 'I"" Í11<'1'11n cr<md1c' p11r u11n 

sola trayectoria, t.i"n"u eu s11 interior 11na órbita pcricíclica. ¡Es decir que dentro 

de una zona caótica p11eden existir incluso trayectorin.5 periódicn.5!. 

Si seguimos aumentamos más la energía hn.5ta E = 0.4375, nos ciamos cuenta 

de que llegamos a 11na energía para la cual casí tocia la sección ele Poincaré está 

cubierta por una región caótica. Está región caótica fue creada por una sola 

trayectoria, es decir que una sola trayectoria caótica, a esta energía, puede tener 

cualquier tipo ele movimiento. Cabe recordar que para esta energía ya se perdió la 

simetría, con lo c¡11e podC'mos concl11ir q11e dentro de esta región caótica existen al 

menos 11nas cuatro órbitas perióclicn.5 {una dentro ele en.da isla KAM). Entonces, 

para E = 0.4375 el en.os se ha apoclern.clo del <'spn.cio fase, solamente se salvan 

11nas peq11eñas regiones donde el orden persiste. 

Pasemos a In. sig11icnte energía, E = 0.8. Vemos que sucede algo sumamente 

sorprendente a primera vista: el área ele la región caótica decrece. Se le puede ciar 

una interpretación a esta clismin11ción del caos para energías muy altas. Lo que 

sucede es que a muy altas energías el péndulo lo tínico que hace es dar vueltas 

rápidamente alrededor del p11nto donde se sujeta al resorte. Esto tiene como 

consecuencia que el resorte ya no se estire ni se contraiga mucho, por lo que 

nos quedamos con movimientos m11y parecidos al ele 11na masa, s11jeta a un hilo 

inextensible, que cla vueltn.5 alrededor del punto donde se fija al hilo. También 

podemos observar como nparecen muchas islas KAM dentro de la región caótica, 

es ahora el orden q11e se empieza n. apoderar ele la sit11ación. 

Finalmente, a energÍa5, sumamente altas, E 1.5, la región caótica desa-
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parece por cénnpletC1\·~1 01:lle11I~e acluejia cfol ~~pacio r!lse. fün einbargo, la cs­

trttctura .de···~ste esp~cio;f~~·:~s·~t1cho ~~• •. c~rntlejf\',qttc'.la•del espacio fase para 

E = 0.03il <l•m'i:1~111t]i•:Í;5;:~}~~~11~;u:.~~t'.'·¡8'.~~1<J~~v1·~·:•¡1i.:. ¡)11rn. ~· = l.1í "xisl.<'11 1111a 

grnn canticlá1l déí ishL~ KAM;•c¡1l<J:·•rcln.pli1zai:('iíi lii i·cgi1í11caótica de E = 0.4375. 
" , · .· _:··:_----~ -· '_::::~·>;~-~;~~:· -:·xf:r0:·5 jJr~i~t::~~f~j¡~}~~w:~~- _;/{~~- ·;'.\ , .. ~:' .. _,.: ;_ 

Esto quiere decir· q1ié · exist.e'•un 'graii'~úmero''c!t~·arbitas ~erióclicas para E = 1.5, 

mucha.~ más que parn ~}1·~~g, ·~~-,fü~~·i:~h~,:'f<11lca1la isla KAM existe mm. 

Cabe mencionar que la apar~~te est~i¡c¡{¡~~·¡io·ti~i Je las islas KAM exteriores de 

la parte centrnl es debida a problemi.s cle'p¡~~i~i2ri, ya que a energías tan altas la 

integración m'tmerica se torna difícil. Esto últ.imo se debe a la gran velocidad que 

adquiere el péndulo a altas energías lo que implica una reducción forzosa del paso 

de integrnción para mantener la precisión. 

Con esta serie ele secciones de Poincaré presentada.~ en la figura (5.9) podemos 

extraer como conclusiones gencrnles que existe, para el péndulo completo, una 

transición orden-caos a bajas energías y una transición caos-orden a altas energías. 

Es decir c¡ue si fut•scmos munentando la energía ¡mrtieu<io de la energía mínima, 

donde la climbnica es cnmplct.anwnte regular, tcnclriamos una doble transición 

orden-caos-orden. De la figura {5.9) podemos cleclucir <¡ne la primera transición 

orden-caos sucede para 0.035 < E < 0.07, y que la segunda transición caos­

orden tiene lugar para 0.8 < E < 1.5. Más adelante daremos, por medio de los 

exponentes ele Liapunov, estas enc•rgías con un poco menos de incertidumbre. 

5.3.2 Secciones de Poncaré del Péndulo Truncado 

Una vez nualizatlo "l pé,utlulo completo para f = 0.25 p1L•emos al estudio 

del péndulo truncado para f = 0.25. Como ya se mencionó, se espera que a 

bajas energías ambos péndulos tengan la misma dinámica, pero a altas energías 
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los dos van a diferir considerablemente, es más, el péndulo completo es confinante 

a cualquier energía en tanto que el péndulo truncado se "ioniza" a partir de Emar 

(ver ecuación (3.22)). La serie ele secciones ele Poincaré para el péndulo truncado 

con f = 0.25 se muestra en la figura (5.10). La energía nuí.xima permitida para el 

péndulo truncado con J = 0.25 es Emax ~ 0.0868 (ecuación (3.22)) y la energía 

en reposo es Emin = 0.03125 (ecuación (3.21)), por lo que la serie de secciones ele 

la figura (5.10) abarca este intervalo ele energías. 

En la primera sección, E = 0.035, podemos obsevar como todas las trayec­

torias son regulares y que exist<'n dos órbitas periódicas. En este caso también 

existe la misma simetría que en el péndulo completo. Como el péndulo truncado 

no puede tener energías altas, porque se ioniza, no llegaremos nunca a una en­

ergía suficiente para romper la simetría. Por lo tanto, en todas las secciones de 

Poincaré para cualquier energía y para cualquier valor del parámetro f tendremos 

la simetría mencionada. 

Comparando la sección del péndulo truncado ele la figura (5.10) para E = 

0.035 con la correspondiente ele! péndulo completo podemos notar un parecido 

notable. Esto indica, como ya esperabamos, que los dos sistemas son muy parecidos 

a bajas energías. 

La siguiente sección del péndulo truncado, E = 0.04 presenta muy poco cam­

bio con respecto a la anterior. Esto quiere decir que todavía no se alcanza la 

energía ele transición orden-caos. Sin embargo para la siguiente sección, E = 0.05, 

podemos observar que aparece una región caótica en el centro de la figura. 
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FIGURA 5.10. Secciones ele Poincaré del péndulo truncado para f = 0.25. 
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Si se continun numentnnrlo In energín, E = O.OG, E = 0.07 y E = 0.08, In 

región caótica crece y npnrecen c¡tda vez más islas KAM. El caos en el péndulo 

truncado aparece ele la misma manera que para el péndulo completo: la órbitn 

central se "ensancha" y va creciC'nclo conformr. se aumenta la energía. Sin embargo 

notamos que la trnn.,ici6n orckn-cnos en el péndulo tnmcnclo se hace antes, i.e. 

a energías más bajas que para el péndulo completo. De la serie de secciones se 

puede concluir que la energía de transición orden-caos para el péndulo truncado 

con f = 0.25 se da para 0.04 < E < 0.05. También se puede notar que en el 

péndulo truncado no existe transicié>n caos-orden y que su dinámica a energías 

mayores que Ec es un tanto distinta a In del péndulo completo. Esto debido a que 

el desarrollo del potencial n t.r.rcer orden se parece mucho ni potencial completo a 

bajas cnergíns p<'ro no es así a altas cnr.rgías. 

f Ec 

0.1 0.009 < Ec < 0.01 
0.2 0.036 < Ec < 0.04 
0.25 0.04 < Ec < 0.05 
0.3 0.07 < Ec < 0.09 
0.4 0.2 < Ec < 0.25 
0.5 0.37 < Ec < 0.50 
o.a 0.8 < Ec < 1 
0.7 2.3 < Ec < 2.9 -- --

0.8 G < Ec < 7 
o.o 25 < Ec < 30 

TÁ BJ,A 5.1. .Enr.i-'gin crít.ir.á clr 1 rnn~irión 1 Ec-. clt•I pí-ndulo t.r11nc:nclo 1 para va­
rios vnlorC's <le:l ¡lnrámC?t.ro f, f'Tlcont mela a partir de la." .'-f'Ccioncs de Poincaré 
(figuras (5.11) "(5.10)). 
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FIGURA 6.11. Secciones de Poincnré del péndulo truncado con f = 0.1. 
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FIGURA 5.13. Secci~nes de Poincaré del péndulo truncado con f = 0.3. 
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FIGURA 5.14. Secciones ele Poincaré del péndulo truncado con f = 0.4. 
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FIGURA 5.15. Secciones de Poincaré del péndulo truncado con f = 0.5. 
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FIGURA 5.16. Secciones de Poincaré del péndulo truncado con f = 0.6. 
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FIGURA 5.18. Secciones de Poincaré del péndulo truncado con f = 0.8. 
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FIGURA 5.19. Secciones de Poincaré del péndulo trunca.do con f = 0.9. 
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5.4 Exponentes de Liapunov 

Todos los métodos pnrn la detección ele cnos que se han visto hasta el momento 

son cnnlitntivos o no son mny precisos, nos inclicnn In existencin ele caos pero no 

nos dicen que tan caótico es el sistema. Para obtener una medida cuantitativa 

del caos en sistemas hnmiltonianos se usan los exponentes de Liapunov. Como 

se vió, en la sección (2.4), el exponente de Liapnnov indica que tan rápida es 

la divergencia exponencial entre condiciones iniciales cercanas: si el exponente es 

cero entonces no existe caos y si el exponente es positivo si existe caos. Recuerdese 

que usaremos la ecuación (2.14) y no la (2.15), es decir qne sólo calcularemos el 

exponente de Liapnnov más grnnrle. Por lo tanto, las únicas posibilidades para 

este exponente es que sea cero o que sea positivo. Entre mayor sea el exponente 

más caos habrá en el sistema, i.e. se perderá más rápido la información ele las 

condiciones iniciales o desde el punto ele vista de las secciones de Poincaré el área 

de la región caótica aumentará. 

Para el cálculo de los exponentes de Liapunov se utilizo el programa TRA­

JPOL ele la MICRO VAX cid IFUNAM. Este progrnma nsa el algoritmo siguiente 

parn calcular el exponente de Liaplmov más grande. Toma dos condiciones ini­

ciales cercanas, estas condiciones iniciales se le tienen que especificar al principio, 

y las deja evolucionar hasta que se separan más de d0 (do también es un elato 

con el que hay qne alimentar al programa). Cuando la separación entre las dos 

condiciones iniciales originales es mayor que d0 , digamos 16.:i:I, entonces toma una 

ele las trayectorias y In ncerca a la otra en línea recta ele tal forma que su nueva 

separación es 16.:i:J /10. Y esta operación se repite tant.ns veces se quiera. Durante 

el proceso, el progrnnm tonm a 16'.:i:J y el tiempo en el qne sucedió la contracción 

y nctualizn el valor cid exponente ele Linpnnov mediante la ecuación (2.14) qne 
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repetimos a continuación. 

,\ = Jim .!.1n i6z(t)1. 
1-00 t l6z0 1 .. 

(5.1) 

Donde 16.:r0 1 es In separación inicial entre las dos condiciones iniciales. Hay que 

notar que en In ecuación anterior se toma el límite cuando el tiempo tiende al 

infinito. Como sabemos, es imposible hacer cualquier cla.•e ele límites con cálculo 

numérico de manera exacta. Por lo que el límite cuando el tiempo tiende a in­

finito en nuestro caso significará suficiente tiempo como para estar seguros que 

el exponente de Lin¡mnov ya tendió a su valor definitivo. Esta parte es la que 

hace tedioso este t.ipo de cálculos numéricos ya que a veces hay que dejar iterar al 

sistema una.• ¡diez millo1ws ele veces! Lo cual implica varias horas ele cálculo para 

encontrar un solo cxponrntc de Linpunov. 

Además existe otro problema aclicional: puede ser que en un sistema para 

una energía clncln rst.emos cnlculanclo el exponente de Linpunov usando dos condi­

ciones iniciales que están fnera de la región caótica, esto traerá como consecuencia 

de que el exponente ele Liapunov sea cero y que se piense que no existe caos. 

Para enfrentar este problema se utilizaron la.• secciones de Poincaré, ya que en 

ellas se puede localizar con facilidad In región caótica y ele esta manera tomar 

las condiciones iniciales, para el cálculo del exponente ele Liapunov, en la región 

caótica. 

El problema <In csrogrr las c·cmcliciones iniciales parece resucito, pero no es 

siempre tan fácil encontrar la ubicación de la región caótica. Si observamos la 

serie de secciones ele Poinr.nré del péndulo truncado para f = 0.25, figura (5.10), 

podemos dcch1cir c¡ue In región caótica siempre está nlrec\eclor del origen. Pero 

tomemos ahora como ejemplo In serie ele secciones de Poincaré del péndulo trun­

cado para f = 0.1, en esta serie se puede observar que In región caótica no aparece 
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en el origen de cordenadas, sino qne en algún punto no determinado del espacio 

fose. Esto es un serio problema. que dificulta enormemente encontrar condiciones 

iniciales dentro ele la región caótica, y no sólo eso, sino que también se puede notar 

que la región caótica se "mueve" conforme se aumenta. la energía. Por lo que no 

podemos definir tma región fija <'n d espacio fn.~e en donde se den trayectorias 

caóticas. 

Por lo tanto, lo que se hizo fue localizar para en.da valor de la energía para 

cada valor del parámetro In región que parecía cnótic.n. Luego se tomaban varias 

conc\iciones inicialf's cercanas a f'stn r<'gión y se cnlculnbn el exponente de Liapunov 

para cada una. Si alguno de esos C'Xponentes era distinto ele cero es que se había 

encontrado la región caotica. ¿Si todos los exponen tes ele Liapunov calculados 

daban cero querría decir que no existía caos? La respuf'stn es: no forzosamente. 

Pudiera ser c¡uc C'll rC'a!ic\arl si <'Xistiesc caos para esa energía pero que las condi­

ciones inicinlf's qn" se clif'ron no estuviesen dentro ele la región caótica. Por esta 

razón se tomaron varia¡; condiciones iniciales cerca ele In aparente región caótica 

para fü;egnramos ele que alguna ele C'lln..~ rayera dentro ele clirha región. Esto último 

ayuda a encontrar con mayor prcsición el valor del exponente de Linpunov para 

una energía dada, sin embargo no es un método exacto ya c¡ue cabría la posibilidad 

ele que ninguna ele las condiciones iniciales escogidas fuera la afortunada de estar 

dentro ele la región mcnrionacln. 

El exponente ele Liapunov para cada conclicion inicial se encontró de la manera 

siguiente. El programa guarda en un archivo ele elatos el valor del exponente de 

Lia.ptu1ov r.akulaclo cu ('rtcla cont.rnr.cicín. Pmt.criorlll<'lll.e se analiza la curva ele la 

evolucit'in del cxpnm,nt.e c·.outra el tiempo para poder elcclucir a que valor tiende. 

Por ello es muy importante que se deje mucho tiempo corriendo el programa, ya 

que si no es así es imposible decir a que valor ticncln d exponente de Liapunov. 
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FIGURA 5.20. Evoluci6n del exponente de Liapunov en el péndulo truncado 
para E = 0.035 y J = 0.25. 

Como se dijo anteriormente existen dos posibilidades para los exponentes de 

Liapunov: que sea cero o que sea estrictamente positivo. En la figura (5.20) se 

muestra la evolución del exponente de Liapunov para el péndulo truncado con 

f = 0.25 y E = 0.035. Se puede observar como el exponente de Liapunov tiende 

aparentemente a cero. ¿Pero estamos seguros de que efectivamente tiende a cero? 

Podría ser posible que el exponente de Liapunov tendiera a un valor distinto de 

cero pero muy pequeño. Para estar completamente seguros lo que se hace es trazar 

la evolución del exponente de Liapunov en escalas logarítmicas. De esta manera, 

si el exponente de Liapunov tiende exponencialmente a cero, entonces su curva en 

escalas logarítmicas se verá como una recta de pendiente negativa. 
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FIGURA 5.21. Evolución del exponente de Liapunov del péndulo truncado 
para E = 0.035 y J = 0.25 en escalas logarítmica.,, 

Esto es justamente lo que le sucede a la gráfica de la figura (5.21) que es la 

evolución del exponente de Liapnnov para el péndulo truncado con f = 0.25 y 

E = 0.035 en escalas logarítmicas. Esto es posible ya que si no existe divergencia 

exponencial entre condiciones iniciales cercanas entonces el exponente de Liapunov 

debe tender a cero de manera exponencial, gracias a la forma como se le calcula 

(ecuación (5.1)). 

Cuando las condiciones iniciales fueron escogidas en la región caótica la 

evolución del exponente de Liapunov describe una curva del estilo ele la figura 

(5.22). En esta figura se muestra la evolución del Exponente ele Liapunov para 

el péndulo truncado con f = 0.25 y E = 0.065. Se puede observar qt1e el expo­

nente de Liapunov tiende claramente a un valor distinto de cero, lo que indica la 

existencia ele caos para esa energía. 
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FIGURA 5.22. Evolución del exponente de Liapunov del péndulo truncado 
para E = 0.065 y J = 0.25. 

Por lo tanto, para obten~r el valor definitivo del exponente de Liapunov para 

una energía dada, para un valor del parámetro dado, se grafica su evolución y se 

toma el valor al que tiende la curva (si es que tiende a un valor distinto de cero) 

o se grafica con escalas logarítmicas (si parece que tiende a cero). 

El procedimiento que se acaba de describir fue utilizado para calcular los 

exponentes de Liapunov para distintos valores de la energía para un valor fijo del 

parámetro. Una vez obtenidos todos los exponentes ele Liapunov se les grafica en 

función de la energía. De esta manera se obtiene una curva que nos indica para 

que valores ele la energía el sistema se comporta de manera regular (exponente 

de Liapunov igual a cero) y para que valores existe caos (cuando el exponente de 

Liapunov es distinto de cero). 
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FIGURA 5.23. Exponent.e ele Liapunov en función ele lá energía para el 
~péndulo completo con J = 0.25. 

Analizcmos In fig11rn (5.23) cloude se muestra la curva del exponente ele Lin­

punov en función rle In energía pnrn del péndulo completo con f = 0.25. Se puede 

observar que para hajns Pnergín (E < Ec) el exponente ele Linpunov es cero. A 

partir ele E = 0.052 "1 expon<'nt.c ele Linp11nov se Sl'Jlnrn cJ., cero y comienza a 

crecer hasta llegnr a 11n máximo cuando E = 0.4375. Este máximo corresponde 

a la energía ele nuíximo cnos del sistema. Para energías mayores que E = 0.4375 

el exponente clccrC'cc hnstn que finnlmente se est.nhiliza en cero para E ;:=: 0.85. A 

estn 1ílt.ima c•rwrp;ín la llarnnremos E~. Con cst.o se V<'rifica nucwamente la tran­

sicicín orclcn-<'11os-orclm1 parn el pnndulo completo con f = 0.25. En este cnso la 

primera trnnsición (orrl<'n-cnos) s11ceclc para Ec = 0.052 y la segunda (caos-orden) 

pnrn E~ = 0.85. Estos result.arlns son compnt.ihles con los encontrados a partir ele 

las secciones ele Poincnrc1• Por lo t.nnt.o, la dinámica del péndulo completo para 
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f = 0.25 se resume en el esquema ·siguiente: 

0.03125 0.052 0.4375 0.85 

REGULAR cAótrco 
Emin 

. 
g . 
¡¡. 
?i 
.:¡ . 
J 

Ec Miíximo E' e 
caos 

FIGURA 5.24. Comportamiento del péndulo completo para J 
partir de los rcsult.nclos cxpcrimcntn.lcs. 
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FIGURA 5.25. Exponente ele Liap1mov en función .ele la .energía para el 
péndulo trun<ncln con J = 0.25. 

,· ···:.>_.·, ·. 

Ahora veamos In cmva ele! exponente. cle:.:Li~¡mnov en función ele la energía 
, ' - 'i'; 

para el pénclnlo t.r11ncaclo con f = 0.25, fignr~~(5.25). Se puede notar que para 
:: . ·,,: ' .· ;:·· -:-:·-' ·, . :-·--'.'.'•'.· . ~ -,·_,. 

cst.n sist.c1nn S<~>lo oc·.111TP ln. printP.r~L-.t.ra1lsici6i1':~rc"l~!:1!"~c~ns.· En cst.c caso, la energía 

de transicicín es Ec = 0.045. Por lo tiúÚO~ ~l¡iéne!~1¡0 trnncnclo tiene movimientos 
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regulares para energías menores q11e Ec = 0.045 y para energías mayores que este 

valor existen trayectorias caóticas. Notese que la energía de máximo caos para este 

caso es justamente la energía máxima que acepta el sistema antes de ionizarse. En 

general veremos que la energía ele? máximo caos para el péncl11lo truncado (para 

cualquier f) es ignal a Emn,, con E"'"' calculado mediante la ecuación (3.22). 

En la siguiente sección se muestran las curvas del exponente de Liapunov en 

función de la energía para distintos valores de f. 

5.4.1 Exponentes de Liapunov del Péndulo Truncado 

Para conocer la dinámica completa del péndulo truncado es necesario conocer 

la energía de transición arelen-caos para cualquier valor del parámetro f, Sabemos, 

último párrafo de la sección 3.2, que J no puede tomar cualquier valor, sino que 

está restringido pnra valores entre O y 1, i.e. O :5 f :5 l. Es imposible encontrar 

numericamente Ec para c·.nalqui"r valor posihle ele f, por eso dividiremos el inter­

valo ele valores pcrmiticlos para f "ll 10 y trazaremos la evolución del exponente de 

Liapunov en cada división. En las figuras (5.26) a (5.32) se muestra el exponente 

de Liapunov en funcic\n ele la energía para J = 0.1, J = 0.2, f = 0.3, ... , f = O. 7 

respectivamente. Los valores extremos para J, f =O y f = 1, no están incluidos 

ya que estos casos ya forron nnnlizaclos en la sección (3.5). Tampoco están los 

valores J = 0.8 y f = 0.9, en estos casos la integración numérica se volvió muy 

imprecisa y no se respeto un error relativo de 10-4 en la conservación de la en­

ergía, haciendo que los resultados no fuesen del t.oclo confiables. Por esta razón, lns 

gráficas obtenidas para f = 0.8 y f = 0.9 no se presentan en las figuras siguientes. 
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FIGURA .5.2i. Exponente ele Linpunov en función de In energía en el péndulo 
truncado pnrn. J = O. 2. 
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FIGURA 5.28. Flxponent.c de J,ii\punov en función ele la energfa en el péndulo 
truncado para f7 0.3. · 

l 
1! . 
l 
"' 

o.os 

0.04 

0.03 

0.02 

0.01 

0.1 0, 15 0.2 
Enerqia 
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FIGURA 5.32. l!;xponcnt.c de Linpunov en función ele la energía. en el péndulo 
trunc1\Clo para/ = 0.7. 

Como podemos obsevar, tocias las figuras anteriores tienen un mismo compor­

tamiento. Es decir q11c la dinámica del péndulo completo para distintos valores de 

f es similar. A hnjaR !'nrrgías los movimirnt.os f<Oll rrgnlarcs, existe una energía 

crítica, E,, clr t.ransicicín orcl!'n-cnos y pnrn energías mayores qne esta Ec existen 

algunns conclicion"s iniciales qnc clan lugar a trayectorias caóticas. Podemos ob­

servar que entre mñ.., grancle sea J mayor es el valor ele Ec. Con esta serie de 

gril.ficas podemos clf'cir cuanto vi1ll' E, para varios valorrs de f, estos resultados 

serán ilustrados en la siguiente sección. 
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5.5 Resultados Finales y .Co1folu~iones 

Finahuent.e ce >1111 H\ r.<~t 1H~.s~J;1.:?~~¡:i~~1:~Í;1/~.~-¡~-ít.-i:c-:;_i e tt.~ ·· t.r~_,-~ ~Hi c~i~íu .· c_~rc l_~~-ii-c:a<?S, ~<·, 'rn 1-
contracla a ¡mrt.ir rlc In,; g1:Áfii·n., hfüc¡;itn·~~¡ ~0;1 ln m;¡,;,Üncla por rn~dio'clel criterio 

. • ' ." ., -~~'.. ·.e,... ,•.-· . '·' • ·.. '.--- -~· .'' . . '. • .- -,. . - • . 

f ,< ''''.' E;,'_. ~,- -Ec error 
-:~~xpe1:iníimtií:1 porcentual 

0.1 ._0.0095 0.0081 -14.883 
0.2 · -0.037 0.0356 -3.723 

0.045 0.0590 31.173 
--0.005 0.0909 39.873 

0.4 0.22 0.1011 -13.133 
0.5 0.4 0.3750 -6.253 
0.6 0.85 0.7425 -12.65% 
0.7 2.2 1.6061 -26.99% 

TA BI,A 5.2. Encrgfo. de lrnnsición orden-e nos, Ec, del péndulo truncado, 
pnrn. varioR valorcR del ¡1nrñmr.t.ro /, enconl.rncla. <>XJll~rimentnlmcnle y por 
nwdio del crit.r.rio ele• In. c11rvnt.11ra. gaussiann 

Los rcsultn<lns ele In. t.ahln. (5.2) nmestrm1 nn error porcentual bastante alto 

en la mayoría ele los elatos. Sin embargo, parh algunos cintos (f = 0.2 y f = 0.5), 

el error porcentual es nieüm· q1.1é eL.lOo/ó: Parn poder comparar los dos métodos 

ele manera gráfirn usemos Ja fig;lrA{5j3}, ~;1 cst.n, fignrn sc graficnron, en función 
'.--- -.-
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-o. l 0.2 0.3 0,4 o.s 0,6 0.7 o.e 
Parametro f 

'F'IC:tlHA !i.:la. 1Ji11¡.;rn11m d1• ra~l.'l"> <l<·I pé11clulo 1.r1111nulo. Eo: reg1on in­
ncc·ci;;ihlr, E1 cliw\111icn rrg11lnr, E2 región cnót.kn. y Ea péndulo ionizado. 
Lrn:• romho~ !"on los rr.s111t.1\clo~ Nqwrimcnt.alrs: y la línctt punt.eacla central fue 
ohtc11i<1;, con rl rrilrrio de· In t·11rvnt.11ra gau!"sÍana. 

0.9 

De <-•si.a m11.1H~l'a, en la figurn (5.33), Ea rnpresent.a una energía inaccesible 

para el si;ü.enrn yn <pw SPl'Ín menor r¡uP. E,,.¡ 11 . E1 repres.,nt.n energías menores que 

Ec, i.r.. encrgíns parn lns cnnl<•s r.l sist.<'Úm rs rcgnlnr. E~ ya es una cncrg{a mnyor 
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que Ec por lo tanto· <·n esta. rngión existen traycctorhL' c!ÍÍiticas. Finahnente, E 3 
: . ' 

representa una energía mayor. qu~ E'!'ª" por lo que el péndulo en esta región se 

ioniza. Por lo tanto, la figura (5.33) és eL~lingramn ele foses del péndulo truncado, 

i. e. nos nmestra su clinámicn en·fu11ci~n.~l~ 1~:1mcrgía y ele! pnrám~tro f. Con esta - .. ,"·,·;;-.., ,,-_,." '-· '. 

figura, ciados una energía y 11.~1 v~Ípr ~j~¡ ¡;~~á1~i~troJ, podemos ele inmediatp saber 

que tipo ele climímica va prcscú(~¡. eÍ'j)é1i~Iul~ ti·uncnclo. Por eje111plo; si E =: O.S 

y f = 0.55 sabremos que exist.ir~;,:i;~~~o~i E'b 0.2 /}' =0.5 sahi:emos que todas 
. :~:2 

las trnyectorins ser1ín rngulm}':~•Úl. si '.E,~; l ,y)f"~ Qi3 ~\i;fo·e'1liós_ ~ue eLpéndulo 

se ionizará, i. e. que fa. ;un.~fl s~ ~s~a¡~ar~· ai~ihfi~Ít¿;Zet~(\ be'. ah( el ·nombre ele 

- . -' - -" ' - ··--~'- - . ,,_;;,_-: . 

La figurn (5.33) nos 111\JP.St,rÁ g(iifléaiü~l;telíi ;;61i1íi~r~~iÓn entre los datos 

experimentales y la curva obtenida mecli~~t~.·eÍ criterio ele la curvatura gaussiana 

que llamaremos c11.rnn. teórica.. Se puede· observa!· que los elatos experimentales 

perma1wccn bastante pl'<Íximos a la curva t.l'óricn, sohn• !.ocio para bajas ener­

gías. A altn,, cncrgíns los puntos expcrimentu.les se scpnrnn un poco de la curva 

teórica. Sin emhnrgo, el resultado más interesante es que la curva teórica y los 

datos experimentnh•s tienrn una mismn tendencia. Esto t'iltimo es muy importante 

ya que nos nmeostrn que el rrit.erio rle In curvnturn. gaussinna predice la tendencia 

que tiene la curva donde se da In transición al caos. 

Entonces, el criterio de In curvatura gaussiana nos da una aproximación bas­

tante rií.pida dr. la energía crít.ica rle t.rnnsidcín orrlrm-caos. Basta con calcular 

la curvatura gaussiana clrl po!.cncial, haciendo unas cuantas derivadas (ecuación 

(4.32)), y encontrnr la energía. mínima necesaria para alcanzar un punto del po­

tencial con curvatura ·ga11ssimrn negat.iva. P01 lo que est.11 criterio es muy sencillo 

y muy rápido compararlo r:on ni r:;ílc:nlo nun11',rir:o rl" los exponentes de Liapnuov 

(que puede llevar hasta t111a rlía completo para un solo <!Xpommtc: para una energía 

117 



-' .. -.-.:-, '·<.· ·_::_ . - <:':-_· __ ;".'. 
dada y un valm· del parámetro'.·. Poi:lo\~nt'~,.1ifcritel'ió,.de l~cu~vatll'.ª gaussiiina 

es rápido pero no ~s tan ¡Jr6ci~~.· i<i¡1 e:~~~~~º i;'c1s;¡ti~er1~!in~ÍÍ~ai:fü¿y·bi~;1'lateil-. 
dencia ele li• energía crít.ic1i 1lftrlt1i~id1íu. ei1 sist.rn1Ú1s.hÍ~lin1énslonal~s ~le/Y1nnem 

ct1alitativa y de in111r.1lint.:'J/•• .• 8lhf·fr~i~f-;;~~t;(~t~it~~~!ioi~f;'~Fc~f;·s3~fd{f t~c~~·~·x¡. 
acto ya q1ie al desnrrollarlo seJii~o.t~ina1aproxiinación.0Ad¡fyá~;i_e5te criteriqes el 

mM sencillo que se· co11oce,.h1L6~:~~-~~füa!íi:iu~'1a~ii;.,!~l~cc~in ·~{}''c~~:~1~I.si~'.t'.m1i~ 
hamiltoniru10s. · ··. f~\: ;i~ ~:'~ .· .;:;. • 

Cabe mencionar que el crite1:lb d~,l~ cárv~t~1ra,~at~~sill.1;a sdlo se estudió para 

mm caso particular en est.e tmbajo: .·~1 pe¡iclulo ext.ensible bidinie1isioi1al _cmf el 

potencial t.nmcaclo a t.rrcer nrclcn. Por ot.ro h11lo, rst.c crit.crio sólo se puede aplicar 

a sistema.~ hamiltoninnos bidimensionales. Pnra poder proponer un criterio para 

sistemas ele nuís dimensiones se tendría que analizar la matriz de evolución ele 

una pequeña perturhnción pnra !ns climrnsiones qur t.cnp;a el sistema y buscar la 

energía máxima q111• d sistema Jllll'<ln. tener sin que nlp;11no ele los valores propios 

ele la matriz sea rc•al. Sin muhargo, la eliagonalizaciém ele la matriz ele evolución 

ele la pcrturlmci1íu para sistcnuL~ ele más de 1los dimensiones no será sencilla, es 

más, en la mayoría ele los casos será imposible, analiticnmente hablando. Por lo 

q11e entra.rían nueva111entr. 111étoclos n\unédcos. 

Sería interesante, como seguimiento de este .trabajo, analizar el caso ele sis­

temas hamiltonianos con más p;nulos ele libertad y por\er corroborarlos con re­

sultados m1mé1fros. Esto sería el" p;rnn int.<•ros pnra d estudio ele potenciales 

intramoleculares, c\onde existen muchos grados ele libertad, ya que con aplicar 

un criterio similar al ele este trabajo se podría saber cualitativamente el compor­

tamiento ele la energía crítica ele t.rnnsición orclrn-~nos. 
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