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CAPITULO 1

INTRODUCCION

Durante las Gltimas décadas, la mecénica cldsica ha adquirido un nuevo auge
gracias al caos. A principios de siglo, cuando se fundamenté la mecénica cuéntica,
se pensé que la mecdnica clésica habia pasado a segundo plano, pero ahora, con
el descubrimiento del caos, se ha tenido que reconsiderar el papel de la mecénica

clasica.

Antes se pensaba que los sistemas cldsicos seguian una dindmica simple (re-
gular) ya que, en principio, las trayectorias estén bien definidas cuando se dan
las condiciones iniciales. Esto diferenciaba esencialmente la mecdnica cldsica, que
es determinista, de la mecdnica cudntica, que es, a final de cuentas, una des-
cripcidén probabilistica. Esto 1ltimo se debe a que, aunque las ecuaciones en la
mecdnica cuantica son deterministas, la interpretacién de los resultados introduce

nociones estadisticas. Al desarrollarse el cédlculo numérico mediante de herra-
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mientas poderosas, las computadoras, la gente se dié cuenta de que los sistemas
dindmicos clsicos podian ser impredecibles, aunque sus ecuaciones de movimiento

fuesen completamente deterministas.

i Porqué un sistema dindmico cldsico puede ser impredecible si la mecénica
clésica es determinista? En principio, dadas las condiciones iniciales, se puede
conocer el comportamiento a futuro de un sistema si se resuelven las ecuaciones
de movimiento, lo cual puede ser una tarea dificil pero nunca imposible (siempre
se puede recurrir a la integracién numérica con la ayuda de una computadora).
El hecho de no poder predecir la evolucién de un sistema dindmico proviene de
la alta sensibilidad a las condiciones iniciales. Un ejemplo de esto son las cono-
cidas ecuaciones de Lorenz (Lorenz, 1963) que son un modelo simplificado para
la evolucién del clima. La solucién de estas ecuaciones muestra una gran sen-
sibilidad a las condiciones iniciales. Este fendmeno fuc llamado en su tiempo el
“efecto mariposa” por el mismo Lorenz, ya que él lo ilustraba diciendo que bastaria
la perturbacién provocada por el aleteo de una pequeiia mariposa para cambiar
completamente el resultado de una prediccién basada en las ecuaciones de Lorenaz.
Este fendmeno fue bautizado como caos, y este término fue utilizado por primera

vez en un articulo de Li y Yorke (1975).

A partir de entonces, muchas miradas se desviaron hacia el nuevo fenémeno
que se presentaba en la mayoria de los sistemas dindmicos: dadas dos condiciones
iniciales muy cercanas, tan cercanas como se desee, a la larga, la evolucién del
sistema puede ser completamente distinta para ambas. Esto va en contra de

nuestra intuicién, aunque ésta se basa en la légica de una mecénica determinista.

{ Porqué algunos sistemas dindmicos se comportan asi? Seria interesante cono-

cer alguna receta que nos dijese si el sistema va a presentar un comportamiento
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cadtico, pero, por el momento, no se conoce ninguna. De las pocas cosas que
se saben acerca dc la irregularidad de un sistema es que para que exista caos se
requiere que las ecuaciones de movimiento no sean lineales, ya que, de serlas, el
sistema se comportard de manera completamente regular. Esto se debe a que, si
las ecuaciones de movimiento son lineales, éstas se pueden integrar analiticamente,
obteniendo as{ una solucién explicita que nos de la evolucidn temporal de las va-
riables dindmicas del sistema. Para un sistema cuyas ecuaciones de movimiento
no sean lineales, no serd nada fécil predecir si el comportamiento de éste va a ser
cabtico o no. Es mds, el comportamiento de la mayorfa de los sistemas puede ser
cadtico para ciertos valores de sus pardmetros y puede no serlo para otros valores
de éstos, lo que complica todavia mds las cosas. Lo mismo pasa desde el punto de
vista de las condiciones iniciales: para valores fijos de los parametros del sistema,
ciertas condiciones iniciales dan lugar a movimientos regulares, mientras que otras

pueden resultar en movimientos cadticos.

En este trabajo vamos a estudiar un sistema particular en el que ocurre una
transicidn al caos: el péndulo extensible bidimensional, que es una generalizacién
del péndulo inextensible. Se trata entonces de un péndulo que en lugar de tener
una cuerda de longitud fija tiene un resorte que se puede estirar y comprimir. La
manera en que aparece el caos en este sistema es un tanto singular: a bajas energias
presenta Ginicamente movimientos regulares; al incrementar la energia y sobrepasar
un cierto valor critico, E., empiezan a aparecer algunas trayectorias cadticas, hasta
que llega el momento en que la mayor parte de las condiciones iniciales dan lugar
a trayectorias cadticas. A esta transicidn de movimientos regulares a trayectorias
cadticas se le llama transicidn orden-caos. Pero esto no es todo: una vez que

este sistema sufre la transicion orden-caos y se incrementa todavia mas la energfa,
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pasé. de nuevo a ser ordenado; es decir, que sufre ahora una transicién caos-orden.
El sistema presenta una doble transicién orden-caos-orden al aumentar la energia.
Como se verd mas adelante, los pardmetros del péndulo extensible, masa, constante
del resorte, longitud en reposo del resorte y fuerza gravitacional, se pueden reducir
a un solo pardmetro adimensional, f, que tiene que ver con las frecuencias naturales
de oscilacién del péndulo inextensible y de oscilacién arménica del resorte. Es
justamente el acoplamiento de los movimientos pendular y oscilatorio lo que da

lugar a un sistema que no es lineal.

El péndulo extensible ya ha sido estudiado con anterioridad como un ejexhplo
tipico de un sistema no lineal (Breitenberger y Mueller 1981, Tsel’'man 1970, Narkis
y Angrew 1977 y Kane y Khan 1968). Este sistema también se puede ver como
el andlogo clésico del término que produce la resonancia de Fermi en el espectro
Raman del CO; y de algunas moléculas semejantes (Califano 1976 y Pippard
1983). Inclusive se le puede encontrar en problemas de dindmica celeste (Broucke

y Baxa 1973, Contopoulos 1963 y Hori 1966).

El objetivo de este trabajo es obtener una estimacién de la energia critica
para la transicién orden-caos en el péndulo extensible. Para esto usaremos el cri-
terio propuesto por Toda-Bolotin (Toda 1974, Bolotin 1989) para encontrar dicha
energia critica de transicién. El método se basa en encontrar las regiones de cur-
vatura gaussiana negativa del potencial y determinar la energia minima para la
cual el sistema puede alcanzar algiin punto de dichas regiones. Esa energia serd
justamente la estimacién de la energia critica de transicién. Luego, para la se-
gunda transicién, caos-orden, se buscard el valor méximo de energia que mantenga
al sistema dentro de las regiones de curvatura gaussiana negativa del potencial.

Supondremos que ahi sucede la transicién caos-orden, o que al menos ahif empieza
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a disminuir al caos. Vercmos que tan buenas resultan estas estimaciénes com-
pardndolas graficamente con las’ soc‘cmucs “de Poincaré y, de forma més precisa,

con los exponentes de Liapunov’ ¢alculados numéricamente.

Existen trabajos previos acerca del caos en el péndulo extensible (Nufiez-
Yépez et al., 1990, y Cuerno et al,, 1992). Centraremos este estudio en el andlisis
del desarrollo a tercer orden del potencial del péndulo extensible, cuestién en la que
no se ha ahondado previamente. Pondremos & prueba el criterio de Toda-Bolotin
para el potencial del péndulo en la aproximacién a tercer orden, para distintos
valores del pardmetro f. Se le da mayor énfasis a la transicién orden-caos, ya que
el potencial truncado a tercer orden sdlo exhibe esa transicién. Esto se debe a que
el potencial truncado se parece mucho al potencial completo a bajas energias, pero
a altas energias los potenciales dificren considerablemente. Es mds, como veremos
mas adelante, el potencial completo es confinante (la particula sujeta al potencial
del péndulo no se puede escapar al infinito) a cualquier energia, en cambio, el
potencial truncado no lo es a altas energias (a partir de cierta energfa la particula

queda libre de la accién del potencial y se escapa).

El andlisis del potencial truncado a tercer orden tiene gran interés, ya que
surge en el estudio cldsico de las vibraciones intramoleculares de algunas moléculas
al hacer un desarrollo de Taylor del potencial molecular (Kuzmin y Stuchebrukhov
1989). La aproximacién del potencial por una serie de Taylor nos da lugar a
una suma de osciladores armdnicos independientes en todas las direcciones, mas
términos de acoplamiento que serdn mds significativos cuanta méds energia tenga
la molécula. Estos términos son los responsables de la no linealidad del poten-
cial, ya que involucran sumas de potencias de las variables de posicién, asi como

productos de éstas iltimas, lo que da lugar a un acoplamiento entre los distintos
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modos de oscilacién. Si la energia es baja estos términos son despreciables, pero
si se aumenta la energia estos términos serdn cadae vez mayores, por lo que se
puede esperar un comportamiento cualitativamente distinto. Por ello nos interésa
estudiar la estabilidad del potencial truncado del péndulo: pese a ser un sistema
aparentemente sencillo, nos puede ayudar a entender el fenémeno del caos en sis-
temas con potenciales de tipo intramolecular. Cabe mencionar que el estudio que
se hace en este trabajo se centra en sistemas hamiltonianos conservativos (donde
la energia se conserva), y no se tratan sistemas disipativos (donde la energia no se
conserva). Por lo que estaremos trabajando con caos hamiltoniano y no con caos

disipativo.

La transicién de orden a caos fue observada por primera vez en “experimen-
tos” numéricos realizados por Hénon y Heiles (Hénon y Heiles 1964) en un sistema
de dos osciladores con una interaccién cibica. En este experimento se notd, en
concordancia con el teorema KAM que comentaremos mds adelante, que a ba-
jas energias los movimientos eran cuasiperiédicos, y que las trayectorias estaban
confinadas a toros embebidos en un espacio fase n-dimensional. Donde n es el
nimero de grados de libertad dindmicos del sistema, que es justamente el doble
del niimero de grados de libertad espaciales. Se observé que a partir de cierto
valor de la energia, E,, los toros se destruian o se bifurcaban: los toros se sub-
dividian para convertirse cada uno en 2 nuevos toros, que a su vez se convertian
en 4 y asi sucesivamente, Este proceso de ruptura de los toros sucedia tan rdpido
que un incremento minimo en la energia producia innumerables bifurcaciones, y
el espacio fase se convertia en una mezcla intrincada de toros (como un plato de
macarrones) cada vez mds pequciios. De esta forma, un corte bidimensional de ese

espacio n-dimensional pasaba de mostrar elipses deformadas (que se obtienen de
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cortar con un plano bidimensional al toro n-dimensional) a mostrar un complicado

mar de puntos aislados.

Estos cortes bidimensionales son llamados secciones de Poincaré; fueron uti-
lizadas por primera vez por Henri Poincaré (1845-1912), y son muy itiles en el
estudio de la dindmica de los sistemas Hamiltonianos. En sistemas moleculares, el
surgimiento de vibraciones cadticas en las moléculas, se refleja a nivel de su espec-
tro de potencias. El espectro de las vibraciones de una molécula cuyas trayectorias
son estables es discreto, en cambio, el espectro de esa misma molécula a altas e-

nergias (E > E.) es continuo debido a que las trayectorias son caéticas.

En este trabajo no vamos a tratar el problema ciantico andlogo. Sin embargo,
en la mecéanica cudntica existe también una energia critica a partir de la cual la
dindmica molecular cambia cualitativamente y el espectro se vuelve cuasicontinuo.
Esto proviene de un cambio importante en la naturaleza de los eigenestados del
Halmiltoniano. A bajas encrgias (E < E.), los cigencstados difieren muy poco
de un producto de osciladores armdnicos, en cambio, a altas energias (E > E.),
los eigenestados son una mezcla de un gran niimero de estados de osciladores
arménicos con energias muy parecidas, lo que ocasiona la cuasicontinuidad en el

espectro.

Este trabajo estd dividido en 5 capitulos. En el capitulo 2 se da un panorama
general acerca de lo que es el caos y de dénde proviene, y se presentan las herra-
mientas que son utilizadas en lo subsecuente para el estudio de la estabilidad de
los sistemas. El capitulo 3 describe los dos sistemas fisicos que vamos a analizar:
el péndulo extensible con su potencial completo (que llamaremos, para abreviar,
el péndulo completo) y el péndulo extensible con el potencial expandido en serie

de Taylor a tecer orden (péndulo truncado). En el capitulo 4 se estudia el criterio
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para la transicion orden-caos y se caculan las energias de transicién para ambos
casos. Finalmente, en el capitulo 5, se muestran los resultados numéricos que se
obtuvieron y se comparan con la estimacién de la energia critica de transicién

orden-caos.



CAPITULO 2

- CAOS DETERMINISTA

2.0 Introduccidén

En este capitulo daremos una introduccién general sobre lo que es el caos
y cuéndo aparece. Definiremos las herramientas neccesarias con las cuales vamos
a trabajar en lo que sigue. Veremos lo que son las secciones de Poincaré, los
exponentes de Liapunov, la funcidn de autocorrelacidn y los espectros de poten-
cias, y explicaremos de que manera se relacionan con la estabilidad de un sistema

dindmico.

2.1 Caos Vs, Determinismo

Todos sabemos que jugar a la loterfa, lanzar un dado o simplemente “echarse
un volado” son procesos que tienen resultados completamente azarosos, es decir,

que no los podemos predccir por mds que nos esforzemos. Sin embargo, mucha
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gente piensa que sistemas mds complejos, como el clima o la bolsa de valores,
pucden ser predecibles nun euando son procesos que tienen comportamientos ines-

perados y que tienen una dindmica mds compleja que la de un simple “volado”.

La predictibilidad de un sistema es muy importante en la fisica (y en muchas
otras ciencias), ya que, poder predecir un sistema significa poder determinar el
estado en el que se encuentra en cualquier instante. En la fisica, los sistemas mds
conocidos, que pueden ser impredecibles a largo plazo, son sistemas hamiltonianos

de la forma:

H= Ho(QkaPk)'*‘/\Hl(Qk’Pk), (21)

donde Hj describe un sistema hamiltoniano analiticamente integrable, H; es el
hamiltoniano de la perturbacién y A es un pequefio pardmetro que nos da la
magnitud con la que se va a pertubar. Para simplificar la notacién usamos la
forma abreviada (¢i,pi) para los argumentos de los hamiltonianos que son en
realidad (q1,42,...,gN,P1,P2y- .., pN), donde N es el nimero de grados espaciales
de libertad o 2N cl niimero de grados dindmicos de libertad. Si N es grande,
la mecanica estadistica entrard en accién para intentar resolver el problema. ;Y
si N es chico podremos siempre usar la mecénica cldsica? La experiencia nos
dice que no, de hecho casi nunca. Basta recordar, por ejemplo, el problema de
los 3 cuerpos, que como sabemos, no es resoluble analiticamente. Por lo mismo
entendemos porqué nunca se ha usado una solucién analitica para deducir las leyes
de probabilidad en el lanzamiento de un dado, atin sicndo un sistema muy sencillo

a simple vista.

Vemos entonces que cn la vida cotidiana existe una confusién o un cierto
traslape en la relacién azar-determinismo, ya que no nos extrafia pensar que un

lanzamiento de un dado es completamente azaroso, mientras tratamos de prede-
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cir sistemas muchos mds complejos como son el clima y la bolsa de valores. En
términos fisicos, el problema es saber si las soluciones de un sistema hamiltoniano
especifico van a tener un comportamiento de tipo azaroso o de tipo bien determi-
nado. La gente tardé mucho tiempo, casi 300 afios desde Newton, en atacar este
problema. Ahora cxiste una mueva rama de la fisica-matenuitica, la dindmica no
lineal, que trata de explicar los mistérios més profundos de los hamiltonianos de
la forma (2.1), donde H;(gx,pt) tiene términos no lineales en las gx y las px (de

ahi el nombre de dindmica no lineal) .

Pasemos entonces a ver de qué forma podemos distinguir si el sistema con
el que estamos tratando produce resultados azarosos (sistema cadtico) o si tiene
un comportamiento bien determinado o predecible (sistema ordenado). Para ello
cosideremos que el hamiltoniano que estamos tratando describe a un sistema de
particulas, o a una sola particula en algiin potencial, y analicemos las trayectorias
solucién. ;Cémo podemos definir si estas trayectorias son “azarosas” (trayectorias
cadticas) o si estdn bicn determinadas (trayectorias regulares u ordenadas)? En
otras palabras: ;Cudl es la diferencia esencial entre una trayectoria regular y una
trayectoria cadtica? La dindmica no lincal proporciona varias maneras de distin-
guir entre ambas situaciones, pero nosotros nos centraremos sobre todo en dos
ideas bésicas y muy ilustrativas. Una de ellas es seguir la evolucién de dos condi-
ciones iniciales muy cercanas y la otra se basa en averiguar cudl es la dimensién

del espacio en el que vive la trayectoria (trataremos esta idea en la seccién 2.2).

Veamos entonces una forma muy sencilla de definir una érbita cadtica. Para
ésto consideremos el espacio donde “viven” todas las condiciones iniciales, con
una misma energia, del sistema (superficie de energia constante), y hagamosle

una particién en un namero finito de pequeiiisimas celdas que no se traslapan
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ehtre si. A cada una de estas celdas pongadmosle una ctiqueta o un nimero para
identificarlas rapidamente. Entonces, para describir la evolucién de una trayectoria
basta dar la secuencia de etiquetas de las celdas por las cuales pasd la particula
a intervalos de tiempo constante. Con esta descripcién, una trayectoria seria
simplemente una secuencia de etiquetas o nimeros. Claro estd que esta descripcién
no es exacta, pero si quisiésemos describir con mayor precisién la evolucién de dicha
trayectoria, tendriamos que tomar una particién mas pequeila sobre la superficie
de energia. Ahora preguntémonos: ;Cémo se veria una trayectoria estable y como
se veria una trayectoria cadtica utilizando esta descripcién? Para una trayectoria
estable tendremos una secuencia de etiquetas con un patrén regular, en cambio,
para una trayectoria caética no se verd ningin tipo de patrén en la secuencia
de etiquetas. M4ds concretamente, para una drbita estable podriamos predecir la
celda siguiente simplemente inspeccionando la secuencia de etiquetas que llevaba
la trayectoria, ya que de alguna forma el patrén en el que aparecen las etiquetas
es regular y se pucde intuir cudl va a ser la siguiente celda que va a ocupar la
particula. En cambio, para una trayectoria cadtica, la sucesién de etiquetas es
totalmente irregular, sin ningin orden aparente, por lo que tratar de predecir la
secuencia de celdas que seguird la particula seria como tratar de adivinar en que

nimero va a caer un dado.

Con ésto queda claro, por lo menos intuitivamente, la diferencia esencial entre
una trayectoria cadtica y una regular. Veamos las consecuencias que tiene esta
idea de predecir la siguiente celda conociendo la secuencia anterior de celdas. Si
conocemos perfectamente la sucesién de celdas que ocupd una trayectoria en el
pasado, digamos hasta el tiempo t, ;podremos decir qué celda va a ocupar la

particula en el tiempo t + At? La respuesta es obviamente si, para una trayectoria
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regular y no para una trayectoria cadtica.. En este dltimo caso, no importa qué tan
larga sca la lista de etiquetas que tengamos del pasado evolutivo de una particula,
nos serd imposible predecir con exactitud cuales serdn las siguientes celdas que
ocupard. Al parecer esta ignorancia del futuro a mediano plazo (y por supuesto a
largo plazo) radica en el hecho de que no sabemos con exactitud dénde estaba la
particula, lo cual a su vez proviene de la incertidumbre en la posicién y velocidad
que nos da el tamafo de la celda. Sin embargo, por extrafio que parezca, no
importa qué tan pequefia sea nuestra particién de las celdas, la evolucién del

sistema seguird siendo impredecible para las trayectorias cadticas.

Podemos concluir que la evolucidn a futuro de una particula, de la cual cono-
cemos una buena parte de su pasado, no va a poder ser determinada por culpa de
una propiedad intrinseca de esa trayectoria y no por la forma en la que estemos
describiendo nuestro sistema. Por otro lado, para una trayectoria regular no ten-
dremos ese problema: podremos predecir el futuro de una particula si conocemos
su pasado. Por lo tanto, para un sistema fisico que tiene comportamiento cadtico,
no importa qué tantas ni qué tan precisas sean las mediciones que hagamos so-
bre él, nos va a ser imposible determinar el estado en el que se encuentre en el
futuro. Con esto vemos que el determinismo en la mecdnica clasica puede ser sélo
un suefio inalcanzable en la préctica, y cabe recalcar que esto no depende de qué
tan precisos sean nuestros aparatos de medicién: para conocer la evolucién de un
sistema cadtico necesitariamos determinar sus condiciones iniciales con precisién
infinita y tener un algoritmo que integrara las ecuaciones de movimiento también

con precisién infinita; como esto no es asi, no se puede predecir su evolucién.

Como podemos constatar, la precisién en las condiciones iniciales es un factor

determinante para conocer el futuro evolutivo de un sistema. Entre méds pre-
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cisos sean los datos de las condiciones iniciales, podremos conocer mads a futuro la
evolucién de un sistema. Por eso, veamos algunas ideas relacionadas con la pre-
cisién con la cual se puede especificar un nfuncro. Un ntimero cualquiera puede
ser expresado por una serie de unos y ceros (bits) por medio de algin algoritmo.
Esta serie puede ser finita o infinita, dependiepdo de la naturaleza del nimero
que escogimos. Pensecimos ahora en el algoritmo mds eficiente que codifique, en el
menor nitmero posible de bits, una cantidad dada. Sea K(" la longitud minima
de dicho algoritmo, que calcula los n bits de dicha cantidad. Esta K(*) se define
como la complejidad de dicho nimero. Notemos que K (") no puede ser mucho
més grande que n ya que un algoritmo posible para imprimir una secuencia G
de n digitos es: imprime G,, imprime G,..., imprime G,. Este algoritmo tiene
una complejidad muy cercana a n (por lo menos proporcional) para n grande, y
obviamente no es el algoritmo mds eficiente. Por lo tanto, la complejidad de un
niimero de n digitos nunca va a rebasar por mucho a n. Llamemos complejidad
méxima a la complejidad del algoritmo mds eficiente. Intuitivamente es légico
suponer que, si n crece, entonces I'(™) también crece, por lo que si intentamos
calcular la complejidad de un nimero cuya serie de digitos es infinita, vamos a
estar en problemas porque ésta va a ser infinita también. Por eso se define la
complejidad de una serie infinita de digitos como:

(n)
K= Lim %, (2.2)
n

n—oo

A K se le suele llamar la complejidad algoritmica y se le puede relacionar con la

llamada entropia de Kolmogorov.

Comparemos la complejidad algoritmica de un nimero formado por una in-
finidad de cifras que fueron escogidas al azar con otro cuyas cifras mantienen cierto

orden. Obviamente la complejidad algoritmica del niimero formado por la serie
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de digitos escogidos al azar va a ser mayor que la del otro m'xme;o. Es més, justa-
mente se definird una serie como aleatoria cuando el limite de la ecuacién (2.2) sea
distinto de cero. Por otro lado, si para un ntimero dado el limite de la ecuacién
(2.2) es cero, entonces existird un algoritmo finito para desarrollarlo en bits, y esto
sucedera cuando los digitos de dicho niimero estén relacionados (es decir que no
fueron escogidos al azar)., Con esta definicién podemos decir que una trayectoria
cadtica es aquella en la que la serie de etiquetas de las celdas por las cuales pasa
tiene una complejidad algoritmica distinta de cero y diremos que una trayectoria

es regular en caso de que la complejidad algoritmica sea cero.

Segiin lo discutido, describir numéricamente un sistema mecdnico es com-
plicado, incluso desde la manera en la cual podemos representar sus cantidades
dindmicas. Este problema reside en el hecho de que la mayoria de los niimeros
reales tiene una complejidad algoritmica distinta de cero, i.e. necesitamos un al-
goritmo infinito para poder representarlos. Es mds, para ser exactos, el conjunto
de los ntimeros reales con X = 0 (nimeros que si pueden ser descritos con un
algoritmo finito) tiene medida cero. Por esta razén, la dindmica de un sistema no
lineal no va poder ser pronosticada cuando exista caos: porque si lo intentdramos
tendriamos la necesidad de usar algoritmos infinitos para poder manejar todos los
valores reales que toman sus variables dindmicas. Entonces, la teoria de la com-
plejidad nos dice que los nimeros con los cuales podemos trabajar en la prictica
son muy escasos. Es mds, en la préctica el continuo de los nimeros reales no ex-
iste, es mera ficcidn, debido a que casi todos ellos estdn fuera de nuestro alcance.
Concretamente, el conjunto de los nimeros irracionales que tienen K # 0 tiene
medida distinta de cero, por lo que la mayoria de ellos pueden considerarse como

ajenos al mundo fisico; de ahi que el nombre de “irracionales” sea tan adecuado.
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Recordemos que todo esto proviene de la incapacidad que tenemos de resolver
analfticamente la mayoria de las ecuaciones diferenciales no lineales, por lo que

tenemos que recurrir al andlisis numeérico con las computadoras.

Ahora podemos preguntarnos ;Qué es lo que necesita tener de especial nues-
tro sistema para que dé origen a drbitas cadticas? Pensemos primero en los dados.
En este juego ponemos los dados en un cubilete y los agitamos varias veces. Los
dados sufren un gran nimero de choques dentro del cubilete y “pierden memoria”
de cudl era su estado inicial. De esta forma, cuando los lanzamos y se quedan
inmdbiles sobre la mesa, el resultado es impredecible. Lo mismo pasa en la loteria,
donde hay tantas bolitas y tantos choques entre ellas que nos es imposible determi-
nar cudl va a ser el nlimero premiado. Siguiendo este esquema, muchos fenémenos
fisicos resultan ser azarosos por culpa del nimero tan grande de procesos elemen-
tales independientes que los conforman. Asimismo, el movimiento browniano de
un pequefio granito de polen flotando en un liquido es completamente irregular
gracias & que sufre una inmensidad de choques con las moléculas del liquido. De
igual forma cabe mencionar la turbulencia en un fluido, que involucra un nimero
muy elevado de pértfculas. Y asi podemos seguir enumerando ejemplos donde la
aparicién del azar proviene del gran nimero de procesos elementales que estédn
involucrados. Con todo esto es tentador decir que el caos proviene necesariamente
de la existencia de un nimero clevado de grados de libertad. En un principio se
pensd que asi era, pero Henri Poincaré (1845-1912) empez6 a notar que la exis-
tencia de soluciones cadticas no era provocada necesariamente por el nimero de
grados de libertad. Sin embargo, no fue hasta la revolucién del calculo numérico
con las computadoras, que se comprobd que ain sistemas aparentemente sencillos

(sistema de Hénon y Heiles 1964, ver seccién 2.2), con pocos grados de libertad,
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presentan comportamientos cadticos.

Consideremos un ejemplo muy ilustrativo, conocido como “el corrimiento de
Bernoulli”. Se toma inicialmente un nimero irracional entre 0 y 1, y a partir de él
se repite la siguiente operacion: se multiplica por dos, restdndole 1 cada vez que el

resultado sea mayor o igual que 1. Es decir que se aplicard la siguiente iteracién:
Xn+1 = (2X,) modl. (2.3)

Se puede observar que los ndmeros que aparecen en esta sucesién de iteraciones es

totalmente indistinguible de una sucesién de nimeros escogidos aleatoriamente.

Para que quede claro cdmo funciona este sistema tomemos como condicion
inicial & Xo = 0.3125. Usando la ecuacién (2.3) obtenemos la sucesién: X; =

0.625, X2 =025, X3=05 X4=0, X;=0, Xg=0,

La secuencia resultd finita porque la “semilla” (Xy) fue racional. Es fécil
encontrar la taza a la que se pierde informacién en este proceso. (Por cierto, la
entropia de Kolmogorov se puede interpretar como la tasa media de pérdida de
informacién cuando una trayectoria pasa de una celda a otra). Basta escribir el

numero original en binario. Si para una fraccién decimal X se tiene

1\! 1\?2 1\"
X = . — — — X
[} 0 a; (10) az (10> ap (10) ) (2.4)

con a; entre 0 y 9, entonces un niimero cualquiera entre 0 y 1 expresado en binario

tendré la forma

Yo = 0 . b,(%)1 bg(%)2 b(%)" (2.5)

con b; entre 0 y 1. En particular, retomando la semilla anterior, Xy = 0.3125 se

convierte en Yy = 0.0101 (=.0 x.0.5 4 1.x 0.25 + 0 x 0.125 + 1 x 0.0625).
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Ahora, multiplicar por 2 no kés otra cosa’ que:mover el punto (binario) un

& ecuacion (:2.5)‘es disminuir en 1
como Yy = 0.0101, Y, =
0.101, Y = 0.01, Y3 = 0.1,_;1"3 0, ... En esta descripcién

lugar a la derecha (ya que multi'pylicar:p

las potencias de 1/2). Por lo que"ﬁla‘ eri

resulta evidente que en cada paso se piye‘l".dé ‘un'a cifra: étquella que se desplaza a la
izquierda del punto. Por lo tanto, en este proceso se pierde un bit de informacién

en cada iteracién.

Vemos claramente que si empezamos con una semilla racional llegaremos
depués de un cierto nimero de iteraciones al cero (en el caso de que la serie
de cifras no sea infinita) o tendremos una serie periddica (en el caso de que la
serie de cifras sea periédica). Si tomamos, por ejemplo, la secuencia que inicia con
Yy = 0.001001001001001 ... que es periddica (de periodo 3) e infinita, tendremos
que la serie Y; serd también periddica de periodo 3. Pero si tomamos como semilla
a un numero irracional, la serie de Y; serd una serie infinita y totalmente aperiédica
(aleatoria). Este es un buen ejemplo en donde un algoritmo determinista, ecuacién
(2.3), lleva a resultados aleatorios. Vemos entonces que un proceso determinista
lleva a resultados que se muestran azarosos, de esta forma podemos construir un
generador de nimeros aleatorios con un algoritmo determinista. A este tipo de

caos se le llama caos determinista, ya que proviene de ecuaciones deterministas.

Por lo tanto, la idea de que un sistema tiene un comportamiento azaroso de-
bido necesariamente al nimero de grados de libertad, es falsa. El ejemplo ya men-
cionado de las ecuaciones de Lorenz nos sirve para clarificar esta idea. Lorenz se
preguntd porqué no se podia predecir el estado del tiempo con dos semanas de an-
ticipacidn, si se conocian perfectamente las leyes de Ia hidrodindmica que determi-

nan el movimiento de las nubes, la presencia de ciclones, anticiclones, depresiones
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atmosféricas, etc. La dificultad de predecir el clima provenia de la enorme com-
plejidad de las ecuaciones que resultaban de tomar en cuenta todos los fenémenos
relevantes. Lorenz tuvo la habilidad para simplificar enormemente dichas ecua-
ciones y obtuvo un sistema de apenas 3 ecuaciones diferenciales acopladas. La
sorpresa en ese entonces fue encontrar que aun esas 3 ecuaciones presentaban
soluciones cadticas: una minima variacién en las condiciones iniciales daba lugar a
escenarios completamente diferentes, después de integrar numéricamente las ecua-
ciones para un tiempo correspondiente a 2 semanas. Este caso mostré por primera
vez que €l caos puede provenir, intrinsecamente, de la naturaleza de las ecuaciones
que rigen al sistema y no del mimero de variables involucradas en la descripcién.
Con esto resulta un hecho contundente que el caos puede aparecer en ecuaciones
muy sencillas y, lo mds importante, deterministas. En la actualidad la gente ya
se estd acostumbrando a pensar que el caos puede engendrarse en sistemas con
pocos grados de libertad. En este trabajo, el sistema que vamos a estudiar tiene
dnicamente 4 grados dindmicos de libertad y las ecuaciones que lo describen son

totalmente deterministas; sin embargo, la aparicién del caos es inmediata.

Teniendo ya una idea més o menos clara de lo que es el caos determinista,
pasemos a estudiar las distintas herramientas que se han inventado para decidir
si los resultados de un sistema dindmico son cadticos o no. No es tan sencillo
diferenciar una 6rbita cadtica de una estable, aunque esto a veces se puede intuir
a simple vista. Para evitar confusiones revisaremos a continuacién varios métodos

para comprobar la regularidad de las trayectorias.
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2.2 Las Secciones de Poincaré

Como vimos en el capitulo 1, la primera vez que se observé la transicién
orden-caos fue con los experimentos de Hénon y Heiles (1964), cuando estudiaron

especificamente el hamiltoniano
H ="Y(pl +af + 12 +af) +aie — 62 /3, (2.6)

que es justamente de la forma (2.1) y es no lineal en g; y g2. Cuando la e-
nergia es suficientemente pequeiia, el hamiltoniano (2.6) se parece mucho al de
2 osciladores armdnicos desacoplados; al incrementer la energia del sistema los
términos cibicos de acoplamiento afectan cada vez mds a las trayectorias. Hénon
y Heiles se preguntaron acerca de la naturaleza de las constantes de movimiento
del sistema. Como el sistema tiene 4 grados de libertad (z, y, ,¥), deben de existir

3 funciones:

Ij(z! yai\ y) (] =1,2, 3) (2'7)

que son constantes a lo largo de una trayectoria (constantes de movirriiento); o
lo que de otro punto de vista nos dice que la trayectoria estd definida por las 3

ecuaciones:

I;=Cj (j =1,2,3), (2.8)

donde las C; son 3 constantes. Cada una de las ecuaciones (2.8) representa una
hipersuperficie en el espacio fase, y la trayectoria es la interseccién de esas 3

hipersuperficies.

El problema surge cuando nos preguntamos si las constantes de movimiento
I; son aislantes o no. Una constante de movimiento que no es aislante da lugar a

una hipersuperficie con una infinidad de capas que usualmente cubre densamente
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el espacio fase, entonces para cualquier fin préctico la condicién I; = C; no nos
da ninguna informacién, por lo que es como si no existiese tal constante, Por
ello, las constante de movimiento que son aislantes se les suele llamar integrales
de movimiento, y las que no son aislantes son simplemente ignoradas. En lo que
sigue, cuando hablemos de constantes de movimiento nos estaremos refiriendo a
integrales de movimiento, es decir que no tomaremos en cuenta las constantes
de movimiento que no son aislantes. Se puede demostrar que en general, en un
sistema hamiltoniano formado por una particula en un potencial bidimensional,
siempre existe una constante de movimiento que no es aislante, digamos I3. .Por
ser un sistema conservativo tendremos que la energfa serd una integral de moviento
que llamaremos I;. Ahora la pregunta es: j, Cual es la naturaleza de la constante

de movimiento I,?

Hénon y Heiles notaron que para que el hamiltoniano (2.6) tenga soluciones
ordenadas se necesita que I sea aislante. De esa mancra, la trayectoria definida
por las ecuaciones (2.8) debe vivir en un superficie bidimensional, ya que el sistema
tiene dos constante de movimiento aislantes, I); e I>. Por otro lado, si el hamiltonia-
no presenta comportamiento cadtico, entonces la dnica constante de movimiento
que prevalece es la energia (I1). Por lo que si la energia es la dnica constante
de movimiento, entonces las trayectorias deben vivir en un espacio tridimensional
(4 variables dindmicas menos 1 cantidad conservada) embebido en el espacio fase
4-dimensional. Aclarando las cosas, para un sistema con 4 variables dindmicas y
donde la energia se conserva, se considerard cadtica a una trayectoria si vive en

un espacio tridimensional, y serd regular si vive en un espacio bidimensional.

Hénon y Heiles integraron numericamente las ecuaciones de movimiento de

su hamiltoniano (ya que no ¢s posible integrarlas analiticamente) y obtuvieron
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muchas trayectorias para varias energias y para varias condiciones iniciales. Ob-
viamente, para saber si cada una des esas trayectorins vive en un espacio bidimen-
sional o tridimensional, se nccesita visualizarlas de algin modo. Sabemos que es
imposible visualizar con precisién objetos en 3 dimensiones y mejor ni hablemos
de espacios 4-dimensionales o mayores. Para darle la vuelta a este problema, lo
que se grafica son los puntos de la trayectoria que intersectan al plano (q1,p1).
Ya que el sistema que se considera aqui tienec 4 variables dindmicas y se conserva
la energia, nos quedan 3 grados de libertad, por lo que nos basta con fijar una
variable dindmica para quedarnos con 2 dimensiones. La variable dindmica .que
se suele fijar es ¢z = 0, de esta forma decimos que estamos haciendo un corte
con el plano (g1,p1), ¥ asi ya podemos visualizar en una gréfica a este corte bidi-
mensional. Veamos entonces como van a quedar estos cortes bidimensionales para

trayectorias cadticas y para trayectorias regulares.

Si la trayectoria es regular, i.e. vive en un espacio bidimensional como vimos,
entonces el corte de ésta con el plano (g1, p1) se verd como puntos que forman una
curva (unidimensional) sobre ese plano. En cambio, si la trayectoria es cadtica,
t.e. vive en un espacio tridimensional, entonces el corte con el plano (g1,p1) se
vera como una mancha de puntos distribuidos en una cierta area (bidimensional).
Es justamente a este tipo de cortes que se les llama secciones de Poincaré. En-
tonces, basta con realizar una seccién de Poincaré de una trayectoria para saber
si esta tltima es cadtica o no: si en la seccién los puntos parecen formar una linea
entonces la trayectoria es regular, pero si por lo contrario, los puntos en la seccién
aparecen esparcidos de manera que cubran una cierta regién entonces la trayec-
toria es cadtica. Una transformacién a variables de dngulo y accién nos llevaria,

para el caso ordenado, a una trayectoria que vive en un toro. A estas trayectorias
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se les suclen lamar o

(cortes transversales de i Lord) enla seecion’de Rojne

FIGURA 2.1. Corle transversal o unn drbita cuasiperiddien, los puntos de
corte forman un clreulo deformado.

by

AT

FIGURA 2.2. En el caso ordenado lus traycctorias viven en toros y pueden
sar: (a) periodicas (mimero de enrollamiento racional) o (b) cuasiperiddicas
(ndmero «de enrollamiento irracional).
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dos:periodos propios, uno

',qug‘: le'da'la vuclia
to _comok’j’o;:l cociente de las
frecuencias asociadas a Jos dos pcri‘b o d 'g;)iléllnxiﬁcnto cs racional,
1.e. sc pucde escribir de ln formi “:/j, ’ fon ACi\Lurus,‘cntonccs la drbita
serd periddica, ya que si ésta daun mit éi‘o‘_dc;vﬁc)téw igual al minimo comiin
muiltiplo de @ y b regresa al pun?.d dc‘purtic‘i‘n, figura (2.2.a). Si por el contrario,
el nimero de enrollamiento s un niimero irracional, cntonces no importa qué
tantas vueltas dé la traycctoria, nunca cacrd sobre el mismo punto, figura (2.2.b).
Una 6rbita regular con un nimero de enrollamiento irracional nunca se cierra y
ilena densamentc ¢l direa del toro en ¢l que vive, y por cso es que sc llama érbita

cuasiperiddica.

T AT a en

FIGURA 2.3. Sccciones de Poincaré

del sistemn de Hénon 'y Iciles para~
distintos valores de la energin, <
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Analicemos las secciones de Poincaré que Hénon y Heiles obtuvieron para
su sistema. La figura (2.3) muestra algunas secciones de Poincaré para distintas
energias, cada una con varias trayectorias (varias condiciones iniciales). Estas sec-
ciones se hicieron pidiendo que ¢; = 0, por lo que obtenemos cortes en el plano
(g2,p2). Se puede observar que para una energia E = Y, cada trayectoria gen-
era una curva unidimensional en la seccién de Poincaré, indicando asi que todas
estas trayectorias (para esa energia) son regulares y que el hamiltoniano se ase-
meja mucho a un hamiltoniano integrable analiticamente. Para E = /5 Hénon y
Heiles encontraron el asombroso resultado de que su sistema podia presentar un
comportamiento cadtico. Esto lo podemos observar en la figura (2.3) donde todos
los puntos que ahi aparecen (para E = /) fueron generados por una sola trayec-
toria. Esta ultima cubre casi toda el area del espacio fase, por lo que se puede
deducir que es cadtica. Para E = !/ se muestra cémo se lleva a cabo la tran-
sicién de completamente ordenado (E = 1;,) a completamente caético (E = 1),
en esta seccién de Poincaré se ve como existe una convivencia entre trayectorias
cadticas y ordenadas. La seccién obtenida para E = 1/; nos hace pensar de alguna
forma en el azar: si seguimos la evolucién de la trayectoria y vamos graficando
punto por punto en la seccién de Poincaré nos damos cuenta de que, ademds de
no existir coherencia espacial, tampoco existe coherencia temporal, es decir que
los puntos aparecen “por todos lados” y a intervalos de tiempo irregulares, sin
ningin orden especial. También se puede observar una diferencia en la evolucién
de dos condiciones iniciales muy cercanas: p.ara, E = 1/,, dos condiciones iniciales
cercanas se separan linealmente con el tiempo, mientras que para E = 1/ divergen

exponencialmente.

Un ejemplo cotidiano en el cual se puede observar el fenémeno de divergencia
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exponencial de condiciones iniciales cercanas es el cigarrillo. Es facil observar que
cerca de un cigarrillo todo el humo que sale de él estd contenido dentro de un
pequefio cilindro, es decir que todas las particulas de humo tienen condiciones
iniciales cercanas. Ahora, si seguimos el humo lejos del cigarrillo nos podemos
dar cuenta de que las particulas de humo se alejan rdpidamente unas de las otras
(se separan exponencialmente), a este fenémeno se le llama turbulencia y es un

ejemplo muy ilustrativo de un comportamiento cadtico.

2.3 El Teorema KAM

El teorema KAM (Kolmogorov, Arnold y Moser) es el teorema més preciso
que se tiene hasta el momento acerca de la transicién de un sistema regular a
uno cadtico, y aunque es completamente cualitativo, nos da una buena idea de la

manera en la que aparece el caos.

Tomemos un hamiltoniano completamente integrable Ho(¢x, px) y un hamil-

toniano no lineal (no integrable) H;(gx,px), ¥ retomemos la ecuacién (2.1) para

construir un nuevo hamiltoniano:

H(qrpr) = Holgr, prc) + AH1(gr, pic)- (2.9)

Donde A es el pardmetro de acoplamiento entre los dos hamiltonianos. Para A < 1
tendremos que el hamiltoniano Hj casi no va a ser perturbado por el hamiltonia-
no H;. Este sistema ya no serd integrable analiticamente, pero por ser casi un
hamiltoniano integrable y tener soluciones regulares (ya que no difieren mucho de
las soluciones de Hy), diremos que es un hamiltoniano cuasi-integrable. Entonces,

un hamiltoniano cuasi-integrable no podra ser integrado analiticamente debido a
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la perturbacién no lineal, pero las 6fbitas serdn todas cuasiperiddicas y vivirdn
en toros embebidos cn el espacio fase dindmico. Si hacemos crecer a A pero man-
teniéndolo pequefio, tendremos que el hamiltoniano H; va a perturbar cada vez
més a Hp, esto hard que los toros del espacio fase se “rompan” y aparezcan nuevos
toros. Este proceso de ruptura continuard y tendra como resultado que algunas
drbitas pasen a ser cadticas. Todo esto es provocado por la interaccién de la no
linealidad del hamiltoniano Hj; conforme X crece la interaccién se vuelve méds im-
portante. La destruccién de los toros es provovada por la falta de constantes de
movimiento: para el caso de un sistema 4-dimensional las érbitas cuasiperiddicas
tienen 2 constantes de movimiento aislantes(la energia, I, y otra extra, Ir), pero
para las drbitas cadticas se tiene solamente una constante de movimiento que es
la energia. Podemos entonces decir que la perturbacién al hamiltoniano inicial,
Hy, nos “quita” integrabilidad al sistema, entre més grande sea A més porcién del
espacio fase va a perder la constante de movimiento extra y la tinica constante
que va a prevalecer serd la energia. En resumen, el teorema KAM nos dice que a
bajas energias tendremos érbitas regulares (circulos deformados en la seccién de
Poincaré) y que al ir aumentando la energia los toros se rompen y aparecen érbitas
cadticas. Vemos entonces que los resultados obtenidos con el sistema de Hénon y
Heiles, figura (2.3), cumplen con lo predicho por el teorema KAM: a bajas energfas
(cuando el sistema es cuasi-integrable) solo existen trayectorias cuasiperiddicas y
conforme se aumenta la energia aparecen trayectorias cadticas (se pierde la inte-

grabilidad del sistema).

27



2.4 Los Exponentes de Liapunov

Como vimos en la seccién 2.1, una manera con la cual se puede ver si una
trayectoria es cadtica o no es fijdindose en la evolucién de dos condiciones iniciales
muy cercanas: Si estas condiciones iniciales dan lugar a trayectorias que se separan
una de la otra lentamente entonces el movimiento es regular. Pero si la separacion
entre las trayectorias crece muy rdpidamente entonces nos va a ser imposible pre-
decir el estado final de una condicion inicial dada, ya que una incertidumbre muy
pequeiia en dicha condicion inicial va a producir una incertidumbre enorme al
transcurrir el tiempo. Por lo tanto, una manera de cuantificar qué tan cadtica es
una trayectoria es midiendo el crecimiento de la separacién entre ésta 1ltima y otra
trayectoria cercana. Para esto tomemos dos condiciones iniciales muy cercanas,
Zo y %1. Usaremos z; en lugar de z;(qgx, px) para simplificar la notacién. Sigamos

la evolucién de ambas condiciones iniciales y fijémonos en su diferencia:
6z(t) = 2,(t) — zo(t). (2.10)

|62(t)] nos dird como va a evolucionar la distancia, en el espacio fase, entre dos
particulas que partieron de condiciones iniciales muy cercanas. Propongamos que

la distancia entre las dos trayectorias crece exponencialmente con el tiempo:
bz(t) o exp(At). (2.11)

Si definimos 6z¢ como la separacidn inicial entre las dos condiciones iniciales,
entonces se sigue que

bz(t) o bzg exp(At). (2.12)

En la ecuacién (2.12), A nos dice qué tan rdpido es el crecimiento exponencial

entre las condiciones iniciales cercanas. Aunque X sea muy pequefio, si es mayor
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que cero; habrd una divergencia exponencial de las condiciones iniciales, lo cual

da origen al cnos. Despejando X de la cenacién (2.12) se obtiene

Ao 3in (2.13)

Entonces tendremos drbitas cadticas justamente cuando A > 0. Hasta el momento
hemos hablado de condiciones iniciales cercanas, pero no hemos especificado qué
tan cercanas deben estar. Lo que se hace es tomar el limite cuando |6z¢| — 0:

|6=(2)]

n .
|620|

.1
A= lim tl

t—oo

(2.14)

Tomando la ecuacidn anterior se definen los 2V exponentes de Liapunov, uno para
cada una de las direcciones en el espacio fase, para un sistema hamiltoniano:

. L1, szt
A = lim —lnL——.(—)l, (2.15)

t—oo ¢ | 6.:-(')|

0

y se puede mostrar que este limite siempre existe. Tendremos entonces un ex-
ponente de Liapunov para cada una de las 2N direcciones en el espacio fase:
AW A@ L ABRN)| Existen 3 posibles comportamientos para las condiciones ini-

ciales cercanas (Cls) segtn los valores de los exponentes de Liapunov:

o M) <0 = las CIs se acercan exponencialmente en la direccién (i).
e MY =0 = las CIs no sufren cambio en la direccién (i).

e M) >0 = las Cls se alejan exponencialmente en la direccién (i).

" Veamos algunas propiedades de estos exponentes. Sabemos que por ser un
sistema hamiltoniano el vélumen en el espacio fase se conserva (teorema de Liouvil-
le). Esto quiere decir que si tomamos un cierto volumen V de condiciones iniciales
en el espacio fase y las dejamos evolucionar un cierto tiempo, éstas ocupardn un

nuevo volumen V’. La conservacién del flujo hamiltoniano nos dice que V' = V.,
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i Qué consecuenciastrae-esto sobre los.exponentes de Liapunov?. Tomemos un

volumen inicial del espacio fase; 1 /enios como evoluciona con

el tiempo. Como ¢n ca;clnj(li‘hzi:" ¢l ¢rccfxi1ichto estard determinado
por exp(z\(")tv)’,fentohéés',l 1 lumen V{(t) con el tiempo

estard dada por -

Vo exp(A(V2) expl « - exp(A®M) (2.16)

= V(1) = Vo exp(AD + A® fo.. 4 2@V, (2.17)

Pero, como dijimos, el volumen se preserva, por lo tanto V(t) = V, para cualquier
t, lo que implica de la ecuacién (2.17) que la suma de todos los exponentes de

Liapunov debe ser cero:
2N
S A =0 (2.18)
i=1

También se puede demostrar que uno de los exponentes de Liapunov tiene que
ser forzosamente cero: tomemos los ejes cordenados en el espacio fase que tienen
siempre una direccidn alineada (tangente) con el movimiento. De esta forma,
el exponente de Liapunov asociado a esa direccién tiene que ser cero ya que la
deformacién en el mismo sentido que la trayectoria no puede crecer exponen-
cialmente. Por lo tanto, siempre existe un exponente de Liapunov igual a cero.
También se puede demostrar que los exponentes de Liapunov aparecen por pares,
uno positivo y otro negativo, i.e. que para todo exponente de Liapunov A(})
existe otro exponente de Liapunov A(), con i # j, tal que A() = —AU), Esta
dltima propiedad se debe a que si en una direccidn existe divergencia exponencial
(exponente de Liapunov positivo), entonces en otra direccién tiene que haber una
contraccidén exponencial (exponente de Liapunov negativo) para que se conserve

el vélumen en el espacio fase. A partir de estos resultados podemos decir que
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siempre habrd dos exponentes de Liapunov iguales a cero ya que, como siempre

hay uno igual a cero y siempre existe su negativo, éste dltimo también es cero.

Veamos en particular el caso de sistemas hamiltonianos con 2 grados espaciales
de libertad, i.e. 4 grados dindmicos de libertad. De entrada 2 de los exponentes
de Liapunov son iguales a cero. Los 2 restantes serdn uno el negativo del otro,
por lo que en realidad sdlo necesitamos conocer uno de los exponentes de Lia-
punov distinto de cero. Esto es justamente lo que reduce un poco el trabajo en
sistemas con 4 variables dindmicas, ya que en vez de calcular 4 exponentes de Li-
apunov (uno para cada direccién) simplemente tenemos que calcular uno de ellos,
digamos el positivo. Este exponente se calcula mediante la ecuacién (2.14). Un
caso todavia mds particular son los sistemas de 2 grados dindmicos de libertad
(sistemas hamiltonianos unidimensionales), en donde sélo existen 2 exponentes de
Liapunov y, como siempre existen 2 exponentes iguales a cero, pues entonces éstos
dos son cero. Esto es consistente con el hecho de que es imposible encontrar caos

en sistemas hamiltonianos unidimensionales.

La nocién de entropia de Kolmogorov se menciond anteriormente definiendola
como la tasa media de perdida de informaciéon. Usualmente se hace la suposicién,
relacién de Pesin (Pesin 1977), de que la siguiente definicién para la entropia de

Kolmogorov es equivalente a la anterior:

2N ’
K=Y 0= I/ZZI,\(")|. (2.19)
Al >o =1

Por lo visto hasta el momento, ya podemos dar una medida cuantitativa de
qué tan cadtico es un sistema hamiltoniano. Queda claro entonces que la alta
sensibilidad a las condiciones iniciales proviene de la divergencia exponencial de

condiciones iniciales cercanas, esto se puede ejemplificar en la siguiente figura:
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FIGURA 2.4. Evolucién de dos condiciones inicinles muy cercanas: (a)
6rbitas regulares y (b) érbitas cadticas.

2.5 Espectro de Potencias y Funcién de Autocorrelacién

Ademds de las sccciones de Poincaré y de los exponentes de Liapunov, se
puede recurrir a otros indicadores para detectar la presencia del cacs. Uno de
Vellos cs cl espectro de potencias quc cs simplemente la norma al cuadrado de la
transformada de Fourier (TF) de alguna de las variables dinamicas. Tomemos una
trayectoria (%) de un sistema con 4 grados dindmicos dc libertad y escribamos
explicitamente las dependencias temporales en cada una de las variables dinamicas
(q1(t), g2(2), p1(2), p2(2)). Tenemos entonces 4 funciones que dependen del tiempo.
Analicemos el comportamiento de estas funciones cuando la érbita es (a) periddica,

(b) cuasiperiddica y (¢} cadtica.
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(a) Para una trayectoria periédica todas las variables dindmicas tienen que ser
periddicas y del mismo periodo. La TF de cualquicra de ellas nos dard, en el
caso ideal, una delta de Dirac centrada en la frecuencia wy correspondiente
al periodo con el cual las variables dindmicas se repiten. Tratando con sis-
temas no integrables, la Unica forma de obtener la evolucién de las variables
dindmicas es numéricamente, por lo que siendo imposible aplicar la TF, ten-
dremos que optar por la transformada discreta de Fourier (TDF). Haremos
muestreos de alguna de las variables a intervalos de tiempo constantes, para
obtener una serie de datos que serdn sometidos a la TDF. Para una Jrbita
periddica, la TDF no serd una delta de Dirac estrictamente, sino una funcién
que es cero en todo el espectro salvo en una regién pequefia, alrededor de wy,

en donde habrd un “pico” muy pronunciado.

(b) Para una traycctoria cuasiperiddica, como su nombre lo indica, las variables
dindmicas serdn funciones cuasiperiddicas del tiempo. Es decir que no serdn
estrictamente periddicas, pero mostrardn un patrén repetitivo con cierta re-
gularidad. Es como si tomdsemos una funcién periédica y la “alargaramos”
y “comprimieramos” ligeramente en el eje temporal, por pedazos; lo que
obtendriamos seria justamente una funcidn cuasiperiddica. Realizando la
TDF de una des estas funciones. obtendremos una funcién que es cero en todo
el espectro salvo en una regién alrededor wg. En este caso dicha regién serd
mas grande que la obtenida con una érbita periddica, y ademds no contard
con un dnico pico, sino que estard formada por un pico principal muy cercano
a wg y por picos subyacentes més pequefios a sus lados (ver figura (2.5.a)).
Ya que no existe una frecuencia dnica con la cual se repiten las variables

dindmicas, tenemos una frecuencia principal y otras frecuencias secundarias.
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gulur quc la (,volucxon tcmporul de sus

una lista de di\“‘)h quc es tot.alm‘cnh‘ mdl%énublc (lc una sucesién aleatoria.
Al tomar la TDF dc una traycctorin g:ilot.lcu ol)tcu(lrcums una serie de picos
distribuidos en casi todo el cspcct‘.ro, sin que exista ninguno predominante
(figura (2.5.b)). Ademds, si tomamos diferentes. traycctorias cadticas para
una misma energia, veremos que los espectros de potencias asociados son

completamente distintos.

Plw)

(ay

b !
i
|

FIGURA 2.5.lispectro de potencias para (a) érbita cuasiperiddica y (b) érbita
cadlicn, en el sisteina de Hénon y Heiles.
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Durante su evolllciénitcmpbi‘al ,y"unu: §1'aycc£o|'ia; (-;aéticn va perdiendo informa-
cion de su pasado, por lo q'n(: entre s tiempo haya Lranseurrido se vuelve miis
dificil decir donde estaba la particula inicialmente. Existe una manera cuantita-
tiva de calcular qué tanta informacién va perdiendo el sistema, para ello usamos
la funcién de autocorrelacion. La funcién de autocorrelacién, como su nombre lo
indica, da una medida de qué tan correlacionados estén los valores de una serie de
mediciones. En otras palabras, dice qué tanta informacidn tiene el sistema com-
parada con la cantidad de informacidon que tenia anteriormente. Por lo tanto, si la
funcién de autocorrelacién decrece estamos perdiendo informacidn, y si crece esta-
mos “ganando” informacién. Hay que recalcar que la “ganancia” de informacién
se mide con respecto a la cantidad de informacién inicial, i.e. el sistema no puede

tener en ningin momento mds informacién que la que tenia en un principio.

La funcién de autocorrelacion C, para una sucesién de valores {z;}i=1,..,n s€

define como

C= % S ahah, (2.20)

i=1
donde «} = z; — {z) ¥ (z) = L Sk, zx. Pero esta forma de calcular la funcién de
autocorrelacién es muy poco operacional, por lo que se usa una manera alternativa
para obtenerla. El teorema de Wicner-Khinchin (Champney 1987) dice que la
funcion de autocorrelacién de una serie de datos es igual a la transformada de
Fourier del espectro de potencias de éstos. Por lo tanto se trata de la transformada
de Fourier del cuadrado de la norma de la transformacda de Fourier de los datos

originales. Esto corresponde a:
C(z) = TF(P(z)) = TF (|TF(m)|") , (2.21)

donde C(z) denota la funcién de autocorrelacién, TF la transformada de Fourier
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y P(z) el espectro de potencias. En'la prdctica, como ya vimos, suele ser necesario

substituir la TF por su version munériea, TDF. -

Con todos estos conceptos y herramientas, estamos listos para emprender el
estudio de un sistema particular que presenta caos: el péndulo extensible bidimen-

sional.
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CAPITULO 3

EL PENDULO EXTENSIBLE
BIDIMENSIONAL

3.0 Introduccién

En este capitulo analizaremos el modelo cldsico de una moléculo de CO5, que
se puede ver tambidn como un péndulo extensible bidimensional. El hamiltoniano
original serd expresado cn términos ce variables adimensionales para reducir todos
los parametros del sistema a uno solo. Veremos los limites para los cuales el sistema
resulta completamente integrable, y finalmente construiremos un nuevo sistema,

desarrollando el potencial del péndulo en una serie de Taylor a tercer orden.

3.1 Modelo Cldsico de una Molécula de CO;

Construyamos un modelo simplificado de la molécula de CO2. Consideremos
primero la interaccidn entre cl datomo de carbono y uno de los dtomos de oxigeno.

Dicha interaccién se puede ver como la de dos masas unidas por un resorte. De
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esta forma, tencmos un primer:moil

de los dtomos de ox{geno, un

(3.1.a)); falta tomar cn cu@::nta‘ la

braciones, provocadas

ran‘que éstos se acerquen

conoce como modo torcional, 9& quc cs similar al'&é'ﬁhrﬁéﬁdulo construido con una
barra flexible (figura (3.1.h)).“Analicemos el movimicuto de uno de los dtomos de
oxigeno con respecto al de carbono. “Tencmos dos movimiento involucrados: uno
provocado por un resorte y el otro de tipo pendular, por lo que se puede modelar
la interaccién carbono-oxigeno como un pédulo que, en vez de tener una cuerda

con longitud fija. tiene un resorte, figura (3.2).

(&) (b)

FIGURA 3.1. Mados viliracionales del modelo clisico de una molécula de
COz: (a) mado tipo resorte 'y (h) modo torcional.
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Este modelo es muy utilizado ya que cs’ el andlogo cldsico para la resonancia,
de Fermi para la moléeula de CO;. Ademads resulta ser un buen modelo cladsico de
la. mayoria de las moléculas triatdmicas. De-ahi parte el interés de conocer mds a

fondo su dindmica.

3.2 El Péndulo Extensible Bidimensional

Consideremos un resorte cuya constante de elasticidad es k& y cuya longitud
en reposo, antes de ser estirado, es lp; de él cuelga una masa m. Sea ! la longitud
del resorte en reposo con la masa colgando. Entonces k(I—1;) = mg, donde el lado
derecho de esta ecuacién corresponde al peso de la masa en el campo gravitacional,
por lo que

mg

h=1-T%. (3.1)

Decfinamos las frecuencias propias de oscilacidn de amhbos modos:

k
Wy = ;, (3.2)

wp = ﬁ (3.3)

donde w, es la frecuencia natural de oscilacién del resorte con la masa m colgando,
y wp es la frecuencia natural de oscilacién del péndulo inextensible de longitud /.

Definamos ahora el pardmetro f como el cociente del cuadrado de estas frecuencias:

fz(ﬂy:g_"l:l_’% (3.4)

Wy
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Para. contruir ¢l hamiltoniano para este-sistema; scan’z y y las cordenadas
cartesianas definidas en la figura (3.2), y scan p; 'y py.los momentos lineales res-

pectivos. La encrgia cinédtica scrd entonces ... i
= L (4 2). (35)
2m YF TNy

El hamiltoniano esti compuesto de tres partes: la energia cinética T, la energia po-
tencial del resorte V4 y la encrgia potencial gravitacional V. La cnergia potencial
del resorte serd

Vo= l/2k‘521 (3-6)
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donde € = lp — L, siendo L la distancia entre la masa m y el punto donde se fija

el resorte, ver figura (3.2). La energia potencial gravitacional serd simplemente
Vo = mgy, (3.7
donde y es la altura de la masa m con respecto al origen. Entonces el hamiltoniano
H=T+w+k ‘:f , (3.8)

queda como v fon
' ) . 1 : )
H= ’2‘;(172+P§) +mgy + Yok (lo = LYo (3'9) =

Pero (I — y)? + 22 = L2, entonces € = Iy — L'=lp — /(I ~ y)? -+ 22, por lo que el

hamiltoniano, en las cordenadas (x, ¥, Pz, py), queda finalmente como

1 k 2 '
H@u,pepy) = 5 (0245} +mgy+ 3 (= VI= 9l +27) . (3.10)

Como podemos observar, en este hamiltoniano aparecen 5 pardmetros: m, g, k, lo
y [, obviamente no son todos cllos independientes (ecuacién (3.1)). Nos gustaria
reducir el niimero de pardmetros para que el estudio del sistema sea menos engo-
rroso. Para ello, vamos hacer un reescalamiento de algunas cantidades: daremos
la energia en unidades de mw?l?> = ki%, las longitudes en unidades de ! y el tiempo
en unidades del periodo de oscilacién natural del resorte w;?. Con esto definimos

nuevas variables: £ para la energia, 7 para el tiempo y ¢; para las longitudes, es

decir:
Energfa: E — ¢=E/kI?,
Longitudes: z; — q; = zi/1,
Tiempo: fmr=tx wy.
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Para simplificar la notaciéh lé'é a a;'iabl;s (iue van a ser renombradas
- -son las de las longitudes (z — q;,y —ig2)CY Ios momcntos (pr — p1,py — pg)
Para todas las demds (H, E, V t) usar mlsma notacién, aunque hay que
recordar que hicimos un reescwlamlento D spues de un poco de dlgebra se obtiene

un nuevo hamiltoniano adxmensxona] quc en las nuevas cordenadas, queda como:

2

H"“(P1+P2)+fqz+ (1—f (1—Q2)2+¢I?) . (3.11)

Como podemos observar, la adimensionalizacién redujo el niimero de pardmetros
del sistema, de 5, a uno solo que es f. Entonces, para estudiar la dindmica completa
del péndulo extensible para todos los valores de sus pardmetros, basta simplemente
analizar la dindmica que genera el hamiltoniano adimensional (3.11) en funcién de
un solo pardmetro. Como vimos, los pardmetros no cran idependientes. O mejor
dicho, era posible variar un solo pardmetro, sin tocar los restantes, para obtener
toda la gama posible de movimientos. Como podemos deducir de la ecuacién (3.4)
el pardmetro f sélo puede tomar valores entre 0 y 1, ya que lp < ly que [y 2> 0. Por
lo tanto, todos los movimientos posibles del sistema van a ser alcanzados variando

el valor de f entre cero y uno. Entonces en lo que signe debemos recordar que

0<sf<s1

3.3 Desarrollo de Taylor a Tercer Orden para el Potencial

Como se ve de la ecuacién (3.11), el potencial completo V(g1,g2) es:

2
Vigig) =fe +3 (1 ~f=y(1-a)i+ q?) . (3.12)

El desarrollo de Taylor se hard a tercer orden porque a segundo orden los términos
cruzados se hacen cero, lo cual nos deja con un hamiltoniano igual al de dos os-

ciladores arménicos desacoplados. Desarrollaremos alrededor del punto de reposo
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que es justamente (g1,¢2) = (0, 0) El desarrollo & tercipg"’orden_’ del potghciéj debe

ser entonces de la forma; 7

evev
Vigy2) = V(0,0) .|r‘7.ql *"a_q"fh

v v i V
+ o T 5 a + o0 q Pt hy z a3
» V 3 v A% PV ,
ot /saq3 a5 + /23 3 ‘hq2+ /26 a2 70145 + /sa gz (3.13)

Cabe recalcar que las derivadas arriba escritas tienen que ser evaluadas en el
punto (g1.q2) = (0,0). Después de evaluar las derivadas parciales, el potencial
aproximado V(sr)(ql,rqé), que llamaremos potencial truncado, queda como:
. ’V(a')(

= 1 (a4 a3~ (1= Ntar + 7). (3.14)

Por lo que-el bhamxl‘tpmnnyo, del pcndulo l:runcado’ serd:.

HO = 2+ ) + 5 Um+% (1= flatas + 7). (3.15)

. Entonces, el hamiltoniano (3.15) ¢s una aproximacién al hamiltoniano original
(3.11). Ambos arrojaran resultados similares cuando las cordenadas (g1, 42) estén
proximas al punto (0, 0), ya que el desarrollo de Taylor fue hecho alrededor de ese
punto. Como podemos notar, el origen cs justamente ¢l punto donde la energia
es minima (en reposo), por lo que ln aproximacién H(®) serd mds precisa mientras
menor sea la energia. Entonces podemos adelantar hechos y decir que los resulta-

dos arrojados por ambos hamiltonianos deben de coincidir a bajas energias.

Por otro lado. a altas energias los dos hamiltonianos van a diferir considera-
blemente. Es mds, serdn completamente distintos: mientras que el hamiltoniano

completo es confinanie a cualquier energia, el hamiltoniano truncado no lo es
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a altas energias. Veamos que significa esto de que el péndulo con el potencial
truncado a tercer orden (que llamaremos péndulo truncade) no es confinante a
altas energias. Un sistema es confinante cuando las partes que lo componen no
se pueden alejar infinitamente entre ellas. Por el contrario, un sistema no es
confinante si para valores grandes de la energia dichas partes se “desconectan”
entre si, es decir que se alejan infinitamente y no vuelven a acercarse. Un ejemplo
de un sistema que no es confinante cs el del Atomo: si se le da suficiente energia a

uno de sus electrones, el 4tomo se ioniza y pierde a éste Gltimo.

Para saber si un sistema es confinante o no, debemos de buscar si existen
puntos silla en el potencial. Si existen dichos puntos entonces el sistema no es
confinante, ya que la particula se puede “escapar” a travez de la regién donde existe
un punto silla. Para encontrar la energia maxima que puede tener el sistema sin que
existan problemas de que la particula se aleje infinitamente, necesitamos buscar
la energia minima para la cual se puede alcanzar un punto silla. Apliquemos este
criterio para encontrar la energin maxima que puede soportar el péndulo truncado.
Para cllo debemos de encontrar los puntos silla del potencial, luego buscar el punto
silla que tenga menor energia, y justamente esa serd la energia maxima, En4z, que
puede tener el sistema para seguir confinado. Nos interesa conocer esta energia ya
que si le dieramos al sistema una energia mayor que F,,,, se podria llegar a un
punto silla del potencial y entonces la masa m se “jonizaria” (con analogia con un
4tomo), es decir que se alejaria infinitamente del punto de reposo y no regresaria.
Calculemos entonces esta Ep,,,, buscando primero los puntos silla del potencial.
Un punto silla de una funcién g(z,y) de dos variables es un punto (zg,y0) tal que

las primeras derivadas parciales evaluadas en (zq,yo) se anulen y que

9:2(T0, Y0 )y (70, Y0) = (9:29(T0, 10))* < 0. (8.16)




Para el potencial truncado, el criterio del punto silla se reduce, con la ecuacién

(3.16), a encontrar los puntos (¢}, ¢3) tales que

(A=) +a >———1ff, (3.17)
y tales que las derivadas parciales se anulen, es decir que:
av av SR SR
Bl =0 v Foleen =0 (3.18)

Aplicando al potencial truncado esta condicién se obtienen los puntos en donde la

primers derivada vale cero:

q:=1-‘/_zf} y qi=;—f—;- (3.19)

Los valores de g7 y g5 dados por la ecuacién anterior cumplen con la ecuacién
(8.17), por lo tanto (g, ¢3) es cfectivamente un punto silla. Evaluando el potencial
en este punto encontraremos Epq;:

Bumaz = V®(¢},3) = a-uf_—zf); + 123 (3.20)
Por otro lado notemos que la energia minima, E,i, que puede tener el sistema en
ambos casos (truncado y completo) es la misma, ya que cerca del punto de reposo

los dos hamiltonianos se parecen mucho, y vale:
f? ’
Emin = H(0,0,0,0) = H)(0,0,0,0) = =, (3.21)
por lo que la ecuacién (3.20) se puede reescribir como:
I

Eaz = Enin+ 5(_1_——f_)2- (3.22)
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3.4 Ecuaciones de Movimiento

Para obtener las ecuaciones de movimiento usemos las ecuaciones de Hamil-

ton:
s = OH
m= aql ’
OH : :
by = — 25— 3.23
P2 £ o (3.28)
. OH
Q= 6}71 ) 7
g = =———. i (3.24
1 9p; (3 2)
Para el péndulo completo se obtiene:
‘jl = P1,
42 = p2,
- a0
pr=(1-fl—m———— -,
' ) g} + (1 — q2)? '
R 1—
== —a - (1 - flomals) (3.25)

VE+(1-0)

Estas ecuaciones son bastante complejas, por lo que su integracién analftica no es
factible. También cabe notar que estas ecuaciones son no lineales, lo cual indica que
puede existir caos. Recordemos que ecuaciones de movimiento lineales implican
necesariamente que el sistema es regular, pero que ecuaciones de movimiento no
lineales NO implican necesariamente que exista caos en ¢l sistema. Por lo que una
no linealidad es condicién necesaria pero no suficiente para la aparicién del caos.
En realidad no existe un criterio general para saber si un sistema va a presentar
un comportamiento cadtico o no, sin embargo en este trabajo se va a proponer un

criterio que nos indique aproximadamente cuando es que va a aparecer el caos.
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Realizando las operaciones equwalentes con las ecuacxones de Hamilton (3.23)

y (3.24) y el hamiltoniano (3. 15) pa

el pote cml truncado obtenemos otras

ecuaciones de movimiento:

(3.26)

Podemos observar que las ecuaciones de movimiento para el potencial truncado
(3.26) tampoco son lineales. Estas ecuaciones parecen ser mucho mds simples
que las ecuaciones de movimiento del péndulo completo (3.25), pero tampoco
pueden ser integradas analiticamente (salvo para ciertos valores especificos de
sus parametros, ver la siguiente seccién). Es importante recalcar que ecuaciones
aparentemente sencillas, con pocos grados de libertad, como las ecuaciones (3.26),

pueden generar drbitas cadticas.

3.5 Casos Limite

Veamos dos casos limites en los cuales las ecuaciones de movimiento se pueden
integrar analiticamente: cuando f = 0 y cuando f = 1. Veamos primero el caso
en el que f = 1, y analicemos lo que les pasa a las ecuaciones de movimiento para

el péndulo completo y para el péndulo truncado.

Primero tratemos de entender lo que significa fisicamente que f = 1. Sabe-
mos que f = (wp/w,)2, por lo que f =1 se traduce en w, = w,. Por lo tanto las

frecuencias de oscilacién son las mismas en ambos modos. Veamos como quedan
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nuestras ‘ecuaciones de’movimiento después.de tomar f ='1 en. las ecuaciones

(3:25): | S

gy = P2y
h= -,
P2 = —q2. (3.27)

Estas son precisamente las ecuaciones de dos osciladores independientes (de-
sacoplados) con frecuencias iguales a la unidad. Las 6rbitas solucién estardn

dadas por las funciones:

g1(t) = A cos(t) + Bsen(t),
2(t) = C cos(t) + Dsen(t),
p1(t) = B cos(t) — Asen(?),
p2(t) = D cos(t) — Csen(t). (3.28)

Donde A, B,C y D son constantes que se definen al especificar las condiciones
iniciales del sistermna. Digamaos que al tiempo t = 0 se dan las condiciones iniciales
(91(0), 42(0), p1(0), p2(0)), entonces A = q1{0), € = q2(0), B = p1(0) y
D = py(0). Con esto queda perfectamente determinada la evolucién temporal
de cualquier trayectoria del péndulo completo para f = 1. Entonces, para f = 1,

las 4rbitas serdn elipses con su centro en el origen.
e Péndulo truncade; f = 1:

Ahora usemos las ecuaciones de movimiento (3.26) del pénduloe truncado

y tomemos f = 1. Se puecde ver ripidamente que sc obtienen exactamente las

48



mismas ecuaciones de mévimiento q\ief"pi;ﬁ”el"péh(lula cbmpl‘(::to.y‘.'Po"r’vloktk’.éntko
todo lo dicho en ¢} inciso anterior qs:l‘.:yimybi(."n' vx':li(ln',bpibu'u cl péndulo tLriuiczulG.'
Cabe recalcar que los sistemas, péndulo completo y péndulo truncadb, tienen
ecuaciones de movimiento muy diferentes, sin embargo, cuando f = 1, éstan son

iguales y dan origen a las mismas trayectorias (elipses centradas en el origen).
e Péndulo completo; f = 0:

Como en el caso f = 1, tratemos de entender lo que significa fisicamente
que f = 0. Recordemos nuevamente que f = (wp /w,)z, por lo que pedir que
f = 0 tiene dos interpretaciones posibles: (I) w, = /g/l =0 6 (IT) w,

VEk/m — co. En el caso (I) tenemos otra vez dos posibilidades: (I.a) ¢ =0

o

(Lb) | — oo. Para el enso (I1) las dos posibilidades son: (ILa) & — oo 6 (ILb)
m = 0. Traduzcamaos a palabras las ecuaciones anteriores: (I.a) no existe campo
gravitacional, (I.b) la longitud de la cuerda es infinita, (II.a) la constante del

resorte es infinita y (ILb) la masa de la particula es cero.

Si comparamos todas estas proposiciones nos podemos dar cuenta de que
en cierto modo son equivalentes. Por ejemplo, decir que no hay campo gravita-
cional, decir que la longitud de la cuerda es infinita, o decir que la masa de la
particula es cero nos lleva a un sistema en donde tenemos un resorte con una
masa sin fuerza gravitacional. Por lo que las érbitas serdn las mismas que las
generadas por una masa amarracda a un resorte sobre una mesa horizontal sin
friceidén. Por lo que sin resolver las ecuaciones de movimiento, para el caso en

el que f = 0, podemos deducir la forma de las trayectorias.
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porta como 1ia masa atada a un

e Péndulo truncado f=0:

En este caso resulta que el sistema no es confinante para ningin valor de la
energfa. Esto se pucde observar de la ccuacién (3.22): si hacemos f = 0 obtenemos
que Emar = Emin. Por lo tanto, la encrgia mdxima que admite el sistema (para
seguir siendo confinante) cs igual a la energia minima que este puede tener. Lo
que nos indica que no existe ninguna energia para la cual el sistema sea confinante,

por lo que este caso carcce de interds,

Con esto quada terminada I deseripeidn del sistema al cual le vamos a estu-
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diar su estabilidad. Ahora pasemos a la siguiente seccién donde se explica detalla-
damente el criterio que se usé para la perdiccidn de la encrgia critica de transicién

orden-caos.
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CAPITULO 4

UN CRITERIO PARA LA APARICION DE CAOS

4.0 Introduccién

En este capitulo se presenta el criterio de Toda-Bolotin, para la prediccién
de la energia critica de transicién orden-caos en un sistema hamiltoniano; y se le
aplica para calcular las energias criticas de transicién en el péndulo completo y
el truncado. Este criterio fue propuesto en los articulos de Toda (1974), Bolotin
et al. (1989) y Nufiez Yépez et al. (1990), sin embargo nunca se han hecho
pruebas sistemdticas sobre su validez; por lo que los resultados de este trabajo
mostrardn qué tan valido resulta el criterio de Toda-Bolotin, al menos para el

péndulo extensible.

4.1 Evolucién de una Pequeiia Perturbacién

La caracteristica mds importante que presentan los sistemas cadticos es la

extrema sensibilidad a pequefios cambios en las condiciones iniciales, lo que, como
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separa a dos trayectorias‘que empezaron’inicialmente muy cercanas.

Consideremos un sistema hamiltoniano con 4 grados dindmicos de libertad, y

sea

H(‘]x»fIhPi‘Pz) —'i- (pl +P2) +V(¢]1y‘12)- (41)
el hamiltoniano de este sistema 51 cons:deramos una trayectoria z(t), cuya

condicién inicial es z(0), obviamcnte z(t) tiene que cumplir con las ecuaciones

de Hamilton:

OH - . OH
i = 5‘1'; y pPi=— a(]i ] (42)
por lo que:
. .. . .. (OH OH OH OH
z(t) = (41,42, P1. P2) = (—ap  liny alay (4.3)

De esta manera nos aseguramos que z(t) es efectivamente una trayectoria (solucién
a las ecuaciones de movimiento) cel sistema. Ahora, hagamos una perturbacién
infinitesimal, 62(0). a la condicion inicial (0), obteniendo asf una nueva condicion
inicial 2'(0):

z'(0) = 2(0) + 8z(0). (4.4)

Sea z'(t) trayectoria engendrada por la condicion inicial z'(0). Entonces, lo que
nos interesa conocer es la separacion, §2(t), entre las dos trayectorias en todo
instante de tiempo. Esta separacién se podrd calcular en todo instante de tiempo
con:

bz(t) = z'(1) — =(¢). (4.5)
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Para simplificar la notacién y no‘eystai'; ;:atgé.ndo: con las derivadas de las ecuaciones
de Hamilton, definamos la funciéﬁ f detal forma que al aplicarla a las variables
de una trayectoria nos dé las denvndas dv‘e‘eét‘a,s fltimas. Es decir

f(2(t)) = &(t) = (41, 42,1, P2) - (4.6)
Apliquemos entonces esta funcién f ala trayectoria z'(t), y usemos la ecuacién

(4.5) para escribir a z'(t) en funcién de la trayectoria original y de la perturbacién:
(") = f(z +b6z) =z + bz. 4.7)

La dltima parte de la ecuacién (4.7) se pudo escribir gracias a que la funcién f es
lineal ya que lo que hace es derivar y la derivacidn es una operacién lineal. Cabe
senalar que las dos trayectorias y la perturbacién dependen del tiempo, pero para

simplificar la notacién hemos omitido la dependencia temporal.

Por otro lado, haciendo un desarrollo de Taylor de f (z + éz), gracias a que

|l62|| < 1, obtenemos:
flz+682z)~ f(x)+ Vf| .62 =z + V| bz, (4.8)
en donde V f]. .8z es una matriz que debe de ser evaluada en la trayectoria.

Igualando (4.7) con (4.8) obtencmos la ecuacién para la evolucién de la pertur-
bacién: :

6z = Vf|.bz. (4.9)
Definiendo M|, = V f|., la ecuacién (4.9) se puede reescribir como:

6 = M|, - 6z. (4.10)

Por lo tanto, la ecuacién anterior contiene la informacion sobre la evolucidn tem-
poral de la perturbacién; solamente falta por conocer explicitamente la matriz

M|:, que llamaremos matriz.de evolucidn para la perturbacidn.
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4.2 Matriz de Evolucién de.la P:ertu;'ba'ciéﬁ

Escribamos la matriz M, usanco la‘notacién por coordenadas de

1(@) = (h(@) 1a@), (@) (@) (4.11)
asi, o - )
0f1/0qy-0f1/Baz Of1/0ps Of1/Op2
Ml = Of2/0q - 0f:/0q2 0f2/Op Of2/0p2 (4.12)
TV 0fs/0qy Ofs[0q2 Ofs/Opy Ofs/Opa | S
0fs/0qy 0fs/0q2 8fs/Opy Ofa/Op:
Pero como

. OH OH ~OH BHN . i
(te) fao) futa). ot = (g, S0~ S -2
entonces la ecuacién (4,12) quednA como:
8*H|9q,0p, 0% H [8q20p 0%*H/op? 8*H/38p;0p;,
Mlz = azH/aq, apg 02H/0{]20])2 02H/6p1 01)2 62H/6p§ . (4'14)

-3H[0q} ~0'H[|0q:0q1 —~8*H/0p18qy —8*H[Dp20q
—8%H/8q,0q; —0°H/0q? —0°H/Op0q2 —0O*H/Op,8q2

Recordemos que todas las derivadas que aparecen arriba deben ser evaluadas sobre
la trayectoria. Calculando las derivadas del hamiltomiano (4.1) obtenemos la

forma general para la matriz M:

0 0 10
{0 0o 01 :
M|, = “Viy ~Via 0 0 (4.15)
—Var =V 0 O

Donde Vi; = 8%V/98¢;0q; valuado en la trayectoria.

Remplazando (4.15) en (4.10) obtendriamos la ecuacién de evolucién para la
perturbacién. Aparentemente el problema estd casi resuelto ya que tnicamente
deberiamos de resolver dicha ecuacién y analizar su comportamiento. Sin embargo

hay que tener en mente que las derivadas del potencial deben de ser valuadas en
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la trayectoria. Por lo que scguimos en las misrdas, ya que para poder valuar las
derivadas del potencial sobre la trayectoria, debemos primero tener la trayectoria,
lo que implica  haber resuclto las ecuaciones de movimiento previamente. Para
darle la vuelta a este problema haremos una aproximacion bastante fuerte. La
aproximacién consiste en olvidarnos de la dependencia temporal en la trayecto-
ria donde se va a hacer la evaluacién de las derivadas. Para ello, tomemos la
trayectoria z(t) y remplazemos la variable temporal por las cordenadas explicitas
(91492,P1,p2). Con ésto, tendremos que la trayectoria es funcién de las corde-
nadas Unicamente (olvidandonos de la dependencia temporal). Por lo que, en
las derivadas del potencial de la ecuacién (4.15), nos olvidaremos de la depen-
dencia temporal y haremos simplemente las derivadas parciales con respecto a
las cordenadas sin tomar en cuenta el hecho de que hay que valuarlas sobre una
trayectoria. Ello es obviamente una aproximacién, pero nos permitird encontrar
un criterio relativamente sencillo para la aparicién de movimientos cadticos en el
sistema, empleando propiedades geométricas de la funcién de energia potencial.
De este modo, dejaremos de escribir M|; y simplemente escribiremos M, donde
va tomamos la aproximacién arriba mencionada. Ahora, observemos nuevamente

la ecuacién de evolucidn (4.10) de la perturbacidn, y apliquemos la aproximacién:
6z =M - bz, (4.16)

Con la ecuacién (4.16) ya estamos listos para analizar la evolucién de la per-
turbacidn, ya que no tenemos ninguna dependencia temporal y las derivadas del
potencial son simples derivadas parciales con respecto a las variables dindmicas.
Por lo tanto, las V; serdn simplemente funciones que dependen dnicamente de
(91,92, P1,P2), que serdn calculadas a partir del potencial del sistema que estemos
tratando. Este iltimo punto es la cuestién medular del andlisis, ya que no nece-

sitaremos resolver las ecuaciones de movimiento para obtener la ecuacién (4.16),
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lo dnico que necesitamos es hacer unas simples derivadas del potencial.

Para finalizar con este amiylisisk'(‘l('zbémbs’idek estudiar.la ecuacién (4.16) con algo
de detalle. Como sabemos, el 'coiyll)bi'gaxyaiélltﬁ cuslitativo de la ecuacién (4.16)
serd determinado por los valores proiplids de la'matriz M. Si TODOS los valores
propios de M son imaginarios entoiees la pcrt.ﬁi-lmci(m va a evolucionar, en todas
las dirccciones dindmicas, cualitativamente como exp(iwt). Lo que nos indica que
la separacién entre las condiciones iniciales cercanas va a oscilar con el tiempo,
¥, lo més importante, es que no va a diverger exponencialmente. Por lo tanto, si
todos los valores propios de M son imaginarios, no habréd divergencia exponecial
en la separacién de condiciones iniciales cercanas, por lo que el sistema serd regular

¥y no presentard movimientos cadticos.

Por otro lado, si AL MENOS UN valor propio de M es real, habrd al menos
una direccién dindmica en la cual la perturbacidn 6z evolucione cualitativamente
como exp(At), donde A es un munero real. Esto nos indica que habrd una diver-
gencia exponencial en la separacion de condiciones iniciales cercanas. Por lo tanto,
si algin valor propio de M es real, entonces tendremos divergencia exponencial de

condiciones iniciales cercanas, es decir que estaremos en presencia de caos.

En la siguiente seccién se dan las condiciones para las cuales los valores propios

son imaginarios o reales.

4.3 Valores Propios de la Matriz de Evolucién de la Perturbacién

Para encontrar los valores propios de la matriz M, debemos de buscar los

valores de A que cumplan con la ecuacidén:

det (M — A1) = 0, (4.17)

57



o explicitamente:

-0 1

R 3 H 0 ;
=V =Vigh = 00 T
Vi Vo =

Lo que nos da la ecuacién caracteristica para los valores propios

X (Viy + Va2)A? + Vi1 Vo = (V)2 = 0,

cuyas soluciones son:

Vi + Voo Vi Vez — (V12)2
A=, | ——=={ -1+ /1 —4——ezrm
\J 2 ( \/ (Vi1 + V2)?

" (4.18)
‘,: (4319) A

(4.20)

Como se puede esperar, encontrar las regiones para las cuales todos los valores

propios de la ecuacién (4.20) son imaginarios, es una tarea algo laboriosa, sin

embargo el resultado final es muy corto y conciso como veremos a continuacién.

Escribamos explicitamente los 4 valores propios:

,\1=+\/_§_ —1+ 1—‘;—“.
,\2=+\/_-f_f: -1-4/1 ‘;‘;‘
’z\3=—\/-g —14 1—;—0.
M= ’2-’ 1o 1o

Donde se definieron las siguientes cantidades
a=V Ve — Vi3,

8= Vi1 + Vao.
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Como podemos obscrvar de (4: 91) ")\1 = —/\1 y A -A2, i)or lo que basta con

analizar A; y A2. Enlo que sxgue supondremos que ﬁ > 0 ‘por lo que necesitaremos

comprobar, antes de aplicar ¢l cutcl io d(. To(lu.-Bolotm que:
Vi + sz > 0. (4.23)

Usando (4.23) en (4.21) obtenemos que los dos valores propios independientes (\;

y A2) son de la forma:

4o
Moxy/=14 /1~ 'E'i\
Mo yf=1—/1— ‘;c; (4.24)

Ahora analizemos cada uno de estos valores propios por separado.

e Para A;:
2
(@) 1-%>0 & a<b:

En este caso tendremos que:

J1- 3-2- es real,  (4.25)

entonces, para que A; sea imaginario, necesitamos que

—1+”1-—ﬁ<0

=>a>0. : : (4.26)

Por lo tanto, en este caso (a), basta con pe»rdir:q‘ue a > 0 y con eso nos

aseguramos de que A; sea imaginario.- Ahora veamos el otro caso.
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(B) 1-48<0 & o<

Para cste caso tendremos que:: ..+

(4.27)

cs.imaginario, =

entonces, para el

\ sea’ imaginario se

necesita qie a > 0.7 P

1@&5}5511’9. ) (4.28)

Ahora analizemos el otro valor px'i)pio independiente.

o Para \p:
(a) 1-%20 & asg;-:

En este caso tendremos que:

1- %%7 es real, (429) )

-1-,/1—%;‘2'<o. (4.30)

Por lo que, en este caso (a), A, serd imaginario siempre.

lo que implica que

(b) -5 <0 @ a>ﬁ—’:

Para este caso tendremos que:

4 . P
- -ﬁ—-{: es-imaginario, ) (4.31)
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por lo que, en este caso (b), A2 serd siempre imaginario.

Vemos entonces que A, es siempre imé.ginario, siempre y cuando 8 > 0. Re-
copilando todos los casos analizados, se puede concluir que si queremos que TO-
DOS los valores propios sean imaginarios debemos de pedir que @ > 0 y verificar
que 8 > 0. Si o toma un valor negativo, entonces Ay y Az serdn reales. Para el
caso limite en el que @ = 0 dos de los valores propios son cero y los otros dos son

imaginarios. Resumiendo todo esto, podemos afirmar que

si Vi3Vaa - V43 >0 = TODOS los valores propios son imaginarios,
si V3Vaa — V3 <0 = AL MENOS un valor propio es real.

Por lo tanto, si Vi;Voe — V3 > 0 no existird divergencia exponencial para
condiciones iniciales cercanas, mientras que si Vi, Va2 — V% < 0 entonces si habrd

divergencia exponencial.

Por otro lado, veamos la definicidén de curvatura gaussiana de una superficie
bidimensional. Tomemos como superficie bidimensional al potencial V(q1,gz2),
entonces su curvatura gaussiana, /', se define como:

K= VYoV = (4.32)

A+ Vi +Vh)

Como podemos constatar, I tiene el mismo signo que o = V;; Vo2~ V%, Porlo que
basta con analizar el signo de la curvatura gaussiana para saber si el sistema tendrd
un comportamiento regular o cadtico. Cabe sefialar.que el haber introducido la
curvatura gaussiana cs algo artificial y que el hecho que Vi, Vo, — Vi, tenga el
mismo signo que /' es una casualidad. Aunque, el haber introducido la curvatura
gaussiana nos ayudard a visualizar gcometricamenete el problema, ya que podemos

razonar por analogia con ¢l movimicnto de una particula sobre una superficie con
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la forma del potencial. De e m nera, 'lbak

magen que: tendrembs de nuestro

problema serd Ia de una particula-que se. mueve sobre Ia superficie generada por

el potencial.

Entonces, si la trayectoria de una particula, sometida al potencial V{g,q2),
vive completamente en la regién de curvatura gaussiana positiva (X > 0), todos
los valores propios de M serdn imaginarios y no existird caos. Si por el contrario,
la trayectoria es tal que la particula entra en una region de curvatura gaussiana
negativa del potencial (X < 0), cntonces al menos un valor propio de M serd
real lo cual indica la existencia de caos. Ahora veamos qué relacién tiene lo que

acabamos de ver con la energia critica de transicién orden-caos.

Generalmente, los potenciales intramoleculares tienen una regién de curvatura
gaussiana positiva a bajas cnergias y a altas energfas el potencial tiene curvatura
gaussiana negativa. Esto es lo que sucede justamente para los potenciales del
péndulo completo y del truncado. Entonces, para dar una estimacidén de la energia
critica de transicion orden-caos debemos de buscar la energia minima que necesita
la particula para alcanzar una regidn de curvatura gaussiana negativa. Llamemos
E. a esa energfa. Sila particula tiene una energia menor que F, entonces no podrd
alcanzar una regién con K < 0, por lo que serd una 6rbita regular. En cambio,
si la partfcula tiene una energia mayor que E., entonces habrd alguna condicion
inicial que haga que la particula llegue a una zona con & < 0, lo que dara lugar
a un comportamiento cadtico. Por lo tanto, la estimacién de la energia critica de
transicion orden-caos serd simplemente la energia minima necesaria para alcanzar

una zona con curvatura gaussiana negativa.

Con este criterio podemos dar una estimacién de E, con solo examinar el

potencial al cual estd sujeto la particula. Para ello, basta con calcular la energia
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mmxma que tenga K = O (ya qu Justo a xba dv elln tendremos una zona con -

cncontra; E' reduce a un problema

K < 0). Porlo Lanto, ‘el problem

geométrico, donde sc» bus i ) ’r(ln enexgw.) dentro de una
constriceién (R = 0), s'in‘
En las dos Mgm('ntm seceion vlp antérior p.nn lns p()h‘ncmlm completo y

truncado del pendulo extensxble

4.4 Energia de Transicién Orden-Caos en el Péndulo Completo

Verifiquemos primero que V; 4+ V4, > 0 en la regién con KX = 0. Haciendo

las derivadas del potencial completo se puede llegar a que:

Vit Ve —=L=1 1o (4.33)

Vai + (1~ ¢2)?

Por otro lado, pedir que I" = 0 se reduce a pedir que:
@ +(1-q) =01-f)>~ (4.34)

Combinando las ecuaciones (4.33) y (4.34) se llega a que dentro de la regién con

K = 0 se tiene siempre que:
Viin+Var =130, (4.35)

por lo que la condicién Vi1 + Va2 > 0 se cumple bien. Veamos ahora la forma del

potencial cuando K = 0. Usando la ecuacién (4.34) se obtiene que:
V=0 = fas. (4.36)

Ahora bien, de la ecuacion (4.34) se puede ver que el valor minimo que puede tomar

g2 manteniendo ' =0es 1 ~(1~ f) = f, ya que la ecuncidn (4.34) representa un
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circulo de radio 1 — f centrado cn ‘cl:'btlnto

(4.36) alcanzard su minimo cuando ¢

la ecuacién (4.36), cl valorde E;
ey
Entonces, el valor de la‘cnerg{&{' cr{rtica;‘ devi;ﬁnsicién orden-caos ‘para el péhduio

completo es E, = f2.

4.5 Energia de Transicién Orden-Caos en el Péndulo Truncado

Procedamos de la misma mancra que para ¢l potencial completo, ‘Tomando

ahora ¢l potencial truncado y cnléulhni@ las dcxjivadiis correspondientes se obtiene:

Y la condicién K =0 'hqsilblev

(4.39)

De esta ecuacién podemos ver:qu se.da’'cuando’q; = 0, por

lo tanto el g2 méximo vale f / ( ’
(4.40)

Recordemos que en el capitulo ar ‘el estudio se iba a restringir a

los casos en que 0 < f <1,14. .
Py S L (4.41)
Multiplicando la ecuacién (4.40) por fj; 1 (que es negativo segin la ecuacién
(4.41)) obtenemos:

(=12 - n=-r (4.42)
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finalmente a que:
(4.43)

Si comparamos esta dltima ccunci«"‘m acidn (4,38) llegamos a que se

cumple la ecuacién (4.23): Viy'+ Vool odemos aplicar el criterio
de la curvatura gaussiana.
Busquemos entonces la energla mm a 'K = 0. Como dijimos, la

condicion para que ¥ = 0 cs cqmvnlcnte ala ccuacxon (4.39).  Si metemos esta

condicién en el potencial truncndo se 11cga a qu

: 2 L f?
Vieso = (1- f)’fn fq, T (4.44)
Los puntos criticos de V=g se dan cuaﬁd e
an=0 y cuanAo4 é]é = ——f——- (4.45)
Tl R

Se puede verificar que €] primero es un médximo y que ¢l segundo es un minimo,
por lo que el valor de q; que nos sirve para encontrar el minimo de la energia es el
segundo. Metiendo esc valor en el potencial truncado obtenemos el valor de E.:
2 2
PR -
a1- e

Que en términos de las energias mdximas y minimmas del potencial truncado (que

(4.46)

definimos en el capitulo anterior) nos queda como

Emar — Emm

E. = 3

+ Eml'n- ’ (4'47)

Por lo tanto, cl valor de la energia critica de transicidn orden-caos para el péndulo

truncado es finalmente
E"l(lt + Emm

E, = D)

(4.48)

65



En esta seccién caleulamos entonces las e

criterio que usamos para cstas ci

dependencia explicita del tiempo

dos con la estimacién de la energia cutxca dc transicién orden-caos obtenida con

el criterio de Toda-Bolotin (ecuacidén (4 48))
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 CAPITULO 5

RESULTADOS Y CONCLUSIONES

5.0 Introduccién

En este capitulo presentaremos los rcsultadm obtenidos: Daremos una. 1dea (1e
los métodos de integracion utilizadaos asi como de los mstx‘\uncntos computacxonalcs
que se requirieron.’ Veremos las secciones de Pomcarc loq cspectros de potenéms
la funcién de autocorrelacién, los cxponentes de me\mov, espacios fa.se,' espaqus
fisicos, cte. Como es de esperarse, on un tr:\ba.jo de cstar naturaleza en donde
todo ol andlisis del sistema’se rm\lizdpnr métados ;(lv'irntcgmcién numérica, este
capitulo de resultados presenta un gran ndmero de graficas. Estas graficas serdn
nuestros resultacos experimentales que compararemos con la prediccién. tedrica

para la energia de transicién orden-caos.

5.1 Integracién Numérica

Como ya se meneiond, las eenaciones de movimiento para los dos sistemas
no son integrables analiticamente, por lo que se tuvo que recurrir a la integracién
numérica. Se trataron varios métodos de integracion en computadoras distintas

usando diversos lenguajes de programacidn.

<67



Primeramente se desarrollo un programa, en lenguaje de programacién C
(Kernigan y Ritchie 1985) en una computadora IBM PC compatible (procesador
386 con coprocesador matematico), para simular el movimiento en el espacio fisico
del péndulo {para ambos potenciales). - En este programa se usé en un principio
el método numérico de integracién de Euler (Gould y Tobochnik 1988) para una
primera visualizacién del problema..‘ El m'é"f,:odb d}e' Euler es el método de inte-

gracién numérica mds sencillo que existe, pero por'lo mismo es el menos preciso

(en la mayoria de los casos). Six;'_k;lllli;}fjg'( lu'séu‘ci]]uz del método de Euler nos
permite visualizar sin mucho esfucrzo (ébn un vélgorit‘mo corto) el sistema que es-
temos tratando. Ademds, este método, j)or,téner un'n!goritmo corto, nos permite
integrar con bastante rapidez. Estc método funcioné muy bien a bajas energias,
pero a altas energias se tuvieron problemas con la conservacidn de la energia, por
lo que se implementd el mismo programa pero con el método numérico de inte-
gracion de Verlet o leap frog (Gould y Tobochnik 1988). El método de Verlet usa
un algoritmo que es ligeramente mds largo que el de Euler, pero la precisién del
método si se mejora considerablemente en la mayoria de los casos, en particular

para nuestro sistema.

Una vez familiarizados con el sistema y con el tipo de trayectorias que gene-
raba, se desarrollé otro programa con las mismas caracteristicas que el anterior,
para visualizar las sccciones de Poincaré. Con este programa nos dimos cuenta
de que en efecto el sistema del péndulo extensible presenta un comportamiento
cadtico para ciertos valores de sus pardmetros y de su energia, aunque todos estos
resultados fueron mds tarde corroborados por nuevos programas con otras ruti-
nas de integracién mucho mds precisas. La ventaja de ecste programa es que se
visualiza directamente cémo se va creando la seccidn de Poincaré, en cambio, con

los programas que se realizaron posteriormente, I visunlizacidon inmediata de las
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secciones de Poincaré es imposible como- veremos mas adelante.

Para los cdleulos precisos del sistema se usé una computadora MICRO VAX
3900 del Istituto de Fisica de la UNAM. Los programas realizados en la MICRO
VAX fueron escritos en legunje de programacion FORTRAN (Lignelet 1985) y
se usd ¢l prograina MERSON de las bibliotecas del Cern Library. El programa
MERSON utiliza el método de Runge-Kutta de 4*° orden (Press W.H. et al., 1988)
para la integracion numérica. El método de Runge-Kutta de 4'° orden es mucho
més preciso que el de Euler o el de Verlet, aunque el algoritmo es maés largo y
por lo tanto mds lento. Al usar el método de Runge-Kutta estamos sacrificando
tiempo pero estamos ganando presicidén, y como sc comentd en el capitulo 2, la
presicidn es un factor crucial en la deteccidn del éaos. Esto iltimo es debido a que
nos seria dificil detectar si los resultados parecen cadticos porque en realidad lo
son o porque cometimos mucho error en la integracién numérica. A continuacién
describiremos los programas que se realizaron en la MICRO VAX. Por otro lado, el
programa de MERSON usa un algoritmo de paso de integracién variable, i.e. que
usa un paso de integracién pequeno en donde la integracién asi lo requiera y usa un
paso de integracién mds grande cuando no se afecte a la presicidn impuesta. Esta
autorregulacion del paso de integracién acelera mucho el algoritmo de integracién

sin afectar la precisién de los resultados.

Para realizar las sccciones de Poincaré que se muestran en este trabajo se
disefio un programa en la MICRO VAX, en lenguaje de programacién FORTRAN,
con rutinas de MERSON que integran numericamente con ¢l método de Runge-
Kutta. A este programa se le dan una serie de condiciones iniciales y conforme va
integrando numericamente guarda las cordenadas de los puntos de las secciones de
Poincaré en un archivo de datos. Finalmete, este archivo de datos es trasladado al

DEC SYSTEM 3100 del Instituto de Fisica de la UNAM para poder ser graficado
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en pa.nfalylay rn’a‘nd&tlvdo’a‘imf)firfﬁr a‘una impresofa laser por medio del programa
7 GNUPLOT.’: Cohib p’ode'mosb notar, para kpok(’lér gréﬁcnr cn.la paﬁtalla una seccién
de Poincaré, s¢ necesitan varios pasos, por eso es que se realizd el programa que
grafica directamente las secciones de Poincaré en un PC. De esta manera se podia
verificar cuales condiciones iniciales convenian para la seccién de Poincaré aﬁtcs
de poner a trabajar a la MICRO VAX. La ventaja de todo este procedimiento es
que la integracién se realiza en una computadora mas riapida que una PC, con un
método de integracién mucho mds preciso (y sobre todo que ya ha sido probado con
anterioridad) y la impresién en impresora laser tiene mucha mds definicién. Esto
dltimo se debe a que el programa de graficacién GNUPLOT del DEC SYSTEM no
hace una impresién directa de la pantalla de alta resolucién que tiene una definicién
de G40 x 380 sino que manda las cordenadas de los puntos a la impresora laser que
tiene una definicidn de 300DPI (300 dots per inch, i.e. 300 puntos por pulgada),

lo cual supera ampliamente la definicidn de cualquier pantalla gréfica de una PC.

Para cacular los exponentes de Liapunov sc utilizaron dos programas distintos.
El primer programa que se desarrollo, con las mismas caracteristicas que el ante-
rior, calcula los 4 exponentes de Liapunov, uno para cada una de las 4 direcciones
en el espacio fase, del sistema usando la ecuacién (2.15). Se encontré que 2 de los
exponentes eran practicamente cero (comparados con los otros 2) y que los dos
restantes, en el caso de dérbitas cadticas, cran distintos de cero pero lo mds impor-
tante que uno era el negativo del otro. Con esto verificamos que nuestros célculos
eran aceptables ya que se verificaron dos de las propiedades de los exponentes
de Liapunov en sistemas hamiltonianos: siempre existen dos exponentes iguales a
cero y los exponentes de Liapunov aparecen por pares. Posteriormente se usd el
programa de TRAJPOL de Martin Zirnbauer en la MICRO VAX. Este programa

sélo cacula el exponente de Liapunov mds grande por medio de la ecuacién (2.14)
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por lo que su algoritmo es mucho mas rdpido que' el xmterior. Afortlinadamente
los dos programas arrojaron resultados sxmllares por lo cunl nos conformamos en
utilizar sistematicamente el programa de TRAJPOL pm‘a calcular el exponente

de Liapunov y as{ ahorrar tiempo de procesador.

Para cl espectro de potencias y la funcidn de »mit‘.ot‘torr'clac‘ién se instrumentd un
programa cn la MICRO VAX que usa la TDF (t‘r:zymsf(‘)rrﬂada. discreta de Fourier)
con el programa FFTRC de las rutinas de IMSL de la MICRO VAX. Y final-
mente se desarrollaron programas varios para obtener las secciones de Poincaré
del sistema de Henon y Heiles, para ver la evolucién de una pequeiia regién de
condiciones iniciales en el espacio fisico.y en el esf)acio fase, y para visualizar

treyectorias en el espacio fisico y en el espacio fase.

De ser necesario daremos, en cada seccion de este capitulo, informacién mds
detallada sobre cada uno de los programas que sc realizaron para obtener los

resultados aqui expuestos.

5.2 Primeras Evidencias

En esta scccién veremos las primeras evidencias que muestran que los dos
sistemas, péndulo truncado y péndulo completo, presentan un comportamiento
el ’ ) . 3 TR
cadtico a altas encrgias. Para cllo se muestran trayectorias en el espacio fisico y
en el espacio fase, la evolucidn de un pequefio volumen de condiciones iniciales,
los espectros de potencias y las funciones de autocorrelacién. Todo esto para

trayectorias regulares (bajas energias) y para trayectorias cadticas (altas energias).
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5.2.1 Trayectorias en el Espacio Fisico y en el Espacio Fase

Como se ha dicho con anterioridad, €l caos proviene de la alta sensibilidad a
las condiciones iniciales. ;Pero si obscrvasemos directamente una trayectoria par-
ticular del sistema podriamos decir si es cadtica o no a simple vista? La respuesta
a esta pregunta cs que necesitamos mas informacién que una sola trayectoria para
saber si ésta 1iltima es cadtica o no. Si tan sdlo tenemos una trayectoria del sis-
tema es imposible asegurar si existe caos o no, pero si tenemos varias trayectorias
podemos hacer algunas comparaciones. En la figura (5.1), pagina anterior, se
muestran dos trayectorias fisicas (g1, 42) del péndulo truncado. La figura (5.1.a)
representa la traycctoria en el espacio fisico del péndulo truncado con f =0.25 a
baja energla, E = 0.035, y la figura (5.1.b) es la trayectoria del mismo sistema,
"f = 0.25, a alta cnergia, E = 0.08. Podemos observar una gran diferencia entre
ambas trayectorias, esto se debe a que la primera es regular y la segunda es cadtica.
A simple vista, la nocién de caos estd representada en estas trayectorias: la trayec-
toria regular tiene una tendencia bhien determinada, parece que sigue cierto patrén
de comportamiento, por el contrario, la trayectoria cadtica no tiene una dindmica

regular, no sigue ningin patrén de movimiento.

Pensemos que es lo que pasaria si hiciesemos una pequefia modificacién en
las condiciones iniciales en ambas trayectorias. Para la trayectoria regular, una
perturbacidn en las condiciones iniciales daria lugar a una trayectoria muy pare-
cida ya que el movimiento sigue un cierto patrén. Pero una perturbacién en la
trayectoria cadtica darfa lugar a una trayectoria que no se podria predecir a partir
del comportamiento de la original. Este fendmeno seria el equivalente a tratar de
adivinar el nitmero que va a caer en un dado: si el dado estd cargado tenemos una
gran oportunidad de adivinar el niimero, pero si no lo estd, seria imposible decir

con certeza cual serd.
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trayectoria’ de
contrario, ‘on lafig de’ln trayectoria de la figura
(5.1.b), poilcmo‘sbni pa,t‘,tjén: determinado.. Por lo tanto, se

pueden extraer las ;nnslnm onchisiones que para, la'ﬁgura (5.1). Claro estéd que

las figuras (5.1) y-(5.2) no’v so uﬁcxcntes:bara afirmar que el péndulo truncado

presenta caos, pero nos dan cierta evidencia de que asf sucede.

5.2.2 Evolucién de Codiciones Iniciales Cercanas

Como se ha venido mencionando, la propiedad fundamental de un sistema
cadtico es la alta sensibilidad a las condiciones iniciales. Por esta razdn se ided un
programa que ayuda a visualizar of efecto de esta alta sensibilidad a las condiciones
iniciales. Este programa toma una serie de condiciones iniciales cercanas, al tiempo
tg, que forman un rectingulo en el espacio fase (¢, p1), las deja evolucionar hasta
un cierto tiempo t; y son graficacdas, luego las deja evolucionar hasta otro tiempo
tz2 (t2 > t1) y son graficadas, y asi succesivamente. Lo que se obtiene finalmente es

la evolucidn de una regién de condiciones iniciales cercanas a intervalos de tiempo.

Veamos primero lo que sucede para el péndulo truncado a baja energia,
E = 0.035. La figura (5.3) presenta la evolucion de un pequefio rectdngulo de
condiciones iniciales (0.01 < ¢; < 0.05 y 0.01 < p; < 0.05) cn el espacio fase
(q1,p1). Los tiempos de muestreo son #p = 0, ¢; = 2.5, ¢, = §, 3 = 10, ¢4 = 15
y ts = 20 (en segundos del sistema). Podemos observar que el rectingulo de
condiciones iniciales se deformd muy poco con el tiempo. Es decir que condiciones

iniciales cercanas evolucionaron de la misma manecra, sin separarse mucho. Esto
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comprueba que en este caso, E =.0.035, para el recténgulo de condiciones ini-

ciales que se.escogid, no existe: divergencia exponencial entre condiciones iniciales

CCreanas, -

Pl

FIGURA 5.3; Evolucién’de:
caclo en una region ordennda, 5

Ahora tomemos ¢l mismo sistema, péndulo truncado con f = 0.25, y la misma
regién de condiciones iniciales (0.01 < q; < 0.05 y 0.01 < p; < 0.05) pero para
una encrgia alta, E = 0.08, figura (5.4). Los tiempos son los mismos que la figura
anterior: tg = 0, #; = 2.5, 1, = 5, t3 = 10, ¢4 = 16 y t5 = 20. Verﬁos como
la evolucidn del rectdangulo de condiciones iniciales es completamente distinta a
la anterior, en este caso, la misma pequefia porcién de condiciones iniciales se
deforma notablemente y pierde su forma, en el mismo tiempo. Después de las
primeras iteraciones se puede observar claramente que exite contraccién en una

dircecién y expansion en otra dircecion: Esto concuerda con cl teorema de Liouville
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FIGURA 5.4.: Evolucién:de condiciones iniciales cereanas del péndulo trun-
cado en una regidn cadtica.

Es claro entonces que en la figura (5.4) existe una divergencia rapida entre
condiciones iniciales cercanas en alguna de las direcciones del espacio fase. Al
tiempo tg tencmos una regidn muy pequefia de condiciones iniciales que evolu-
ciona, hasta el tiempo t5, en una region, con la misma drea que la anterior, que se
esparce por todo el espacio fase. Esto quiere decir que esas condiciones iniciales
cercanas evolucionan de tal manera que después de cierto tiempo estdn lo suficien-
temente alejacdas como para cubrir una buena parte del espacio fase. Por lo que
se concluye que en cste caso, condiciones iniciales cercanas, pueden estar, después
de un tiempo relativamente corto, bastante alejadas y por lo tanto dar lugar a

trayectorias completamente distintas (cuando la energia es alta).
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5.2.3 Espectro de Potencias y Funcién de Autocorrelacén

Como se vié en la seccidn 2.5, el espectro de potencias y la funcién de autoco-
rrelacidn pueden ser unos buenos indicadores sobre la existencia de caos en sistemas
hamiltonianos. Apliquemos lo visto para analizar las figuras (5.5) y (5.6) donde
se presentan los espectros de potencias de dos trayectorias fisicas. La figura (5.5)
representa el espectro de potencias de una trayectoria del péndulo truncado para
f = 0.25 con una energia baja, E = 0.035 y Ia figura (5.6) para una energia alta,
E = 0.08. Podemos ver rdpidamente que la figura (5.5) corresponde al espectro
de potencias de una érbita cuasiperiodica en tanto que la figura (5.6) corresponde

al espectro de potencias de una trayectoria. cadtica.

35000 . .
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25000 |- - ’ ’ : R
20000 |- - : ) S

15000 | . 3 D g

Espectro de Potencias

10000
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° L
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FIGURA 5.5. Espectro de potencias d
péndulo truncado. e

El espectro de potencias de la trayectoria cuasiperiddica de la figura (5.5)

tiene un pico muy pronunciado en wg = 0.‘1625, y-dos picos subyacentes (w = 0.15
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de érbitas anteriores. En lé;fﬁyguras

autocorrelacién de las trayectorias cuyos espectros de potencias corresponden a

las figuras (5.5) y (5.6) rc‘spectiyémet}te.

Vemos como la funcién de autocorrelacién de la primera trayectoria, a bajas
energias, no decrece nunca hasta cero, sino que oscila alrededor de un cierto valor.
Esto se debe a que estamos tratando con una drbita cuasiperiddica en donde, como
su nombre lo indica, las variables se repiten con cierta regularidad. La funcién de
autocorrelacién parte de un maximo y disminuye ligeramente porque las variables
no se repiten a intervalos de tiempo completamente idénticos, sin embargo vuelve
a crecer ya que después de cierto tiempo regresamos muy cerca del estado inicial,

y este proceso se repite indefinidamente.
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FIGURA 5.7. Funcién de autocorrelacién de una érbita cuasiperiddica del
péndulo truncado.
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FIGURA 5.8. Funcién de autocorrelacién de una érbita caética del péndulo
truncado. .

Para la funcidn de auntocorrelacion de la segunda trayectoria, a altas energfas,
pasa algo completamente distinto. La funcién de autocorrelacién parte de un
maximo y disminuye répidamente hasta llegar muy cerca de cero a los 150 segun-
dos donde crece un poco y decae completamente a cero a los 350 segundos. En
este instante el sistema ha perdido por completo la informacién que tenia en un
principio, i.e. seria imposible saber de donde vino la particula o mejor dicho cuales
fueron las condiciones iniciales del sistema. Notese que las escalas de tiempo de
esta figura son menores que las escalas de tiempo utilizadas en la figura anterior,
lo que indica que ¢l proceso de pérdida de informacién es rapido. Finalmente
la funcién de autocorrelacién de la segunda trayectoria vuelve a crecer un poco
y decaer a cero y asi succesivamente. Esto se debe a que el sistema, después de

cierto tiempo, regresa muy cerea del estado que tenfa inicialmente. Esta propiedad
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densamente una regidn-del‘espacio-fase (regién’cadtica)
Esto quierc decir que para:cualquier condicion inicial que demos al sistema, en la
regién cadtica, sicnipre habra un'tiempo finito para el cual la érbita regrese, tan

condicioninicial original 'sin nunca llegar a cerrarse,

teorema de Poincaré-Zermelo

5.3 Secciones de Poincaré

Como se vi6 en la seccién 2.2, una traycetoria es regular si los puntos de
la seccidn de Poincaré (corte bidimensional del espacio fase) forman una curva
unidimensional. Si por el contrario estos puntos llenan una regién bidimensional

en la seccién de Poincaré entonces estamos frente a una trayectoria cadtica.

En el programa que se escribié para obtener las seccidnes de Poincaré se
escogid el plano (¢,,p1) como plano de corte. Recordemos que nuestro sistema es
4-dimensional pero que al pedir la conservacidén de la encrgia nos quedamos con
3 cordenadas libres, Para hacer entonces un corte bidimensional necesitamos fijar
una variable, esto se hizé pidiendo que ¢; = 0, de esta manera, las secciénes de

Poincaré quedaron en el ‘plano (q,,p{). con'g; = 0'y se pidié que p; > 0.

Para obtener una seccidn de Poincaré completa se tuvo que proceder de la
signiente manera. Primero se escogieron una serie de condiciones iniciales usando
el programa que se realizé en la PC, De esta mancra nos aseguramos de que esas
condiciones iniciales, que podian ser de 10 a 18, llenaban uniformemente la seccién
de Poinearé sin dejar mucho espacio vacio. Esto iiltimo es bastante importante,

ya que si 1o escogemos bien la serie de condiciones iniciales podemos pasar por
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que prcsenten caos. Pos-

alto a]gunas regmnes que puedcn er:interesantes

tenormentc, con’ cqta serie (lc cond:cxones in cxales se;a.llmenta el programa de

la MICRO VAX. Este progmnn toma cada condxcmn Jinicial y a partir de ella
comienza a integrar. Contmu'&monte, en cadn paso de integracidn, se verifica si ¢2
cambia de signo y si p2 > 0, si es asi, estamos seguros de que gz fue cero en algiin
momento previo. Si guardasemos las cordenadas (g1, p1) en ese paso de integracién
cometeriamos un cierto error ya que en ese instante g2 no es exactamente cero.
Para solucionar este problema, cada vez que ¢z cambia de signo se regresa un paso
de integracién (antes de que g2 cambie de signo), se reduce el paso de integracién
en un factor de 10 y se continua integrando hasta que g2 cambie nuevamente de
signo, entonces se aplica el mismo procedimiento. Este procedimiento se aplicd 2
o 3 veccs en las gréficas obtenidas, de esa manera nos aseguramos de que ¢z estaba
muy préximo a cero en ¢l momento que se guardé el punto (g1, p1) en un archivo

de datos. Esto se hizo para cada una de las condiciones iniciales de la serie.

5.3.1 Secciones de Poncaré del Péndulo Completo

Antes de analizar las secciones de Poincaré del péndulo truncado veamos una
serie de secciones de Poincaré del péndulo completo. Con esto analizaremos el
efecto que tiene sobre ¢l sistema el haber hecho un desarrollo en serie de Taylor
del potencial. Se espera de antemano que la dindmica del péndulo completo y del
péndulo truncado sea muy parecida a bajas energias ya que justamente se hizo el

desarrollo alredecdor de la posicién de equilibrio (Epin ).

Enla figura (5.9) se presenta una serie de secciones de Poincaré para el péndulo
completo con f = 0.25. Podemos saber mucho acerca de la dindmica del péndulo

completo con sélo observar esta serie de secciones. Vemos como para una energia
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l'\s mmmns quc l:ua dcl cm\rto um(lmntc isto sc,(luhu a'la simetria del sistema:

el ponrluln ocili de unn lz\dn 1 ol nt.m, .s(' mueve e izquierda o derecha como
e derecha a‘izquierda.’ Cuando el pendulo cruza el eje q; (g2 = 0) para q; < 0 de
izquierda a derecha (p; > 0) y de a.ba_)o hacla arriba (p2 > 0) obtenemos un punto
en el segundo cuadrante de la scccidn, y cuando regresa cruza el eje 1 (g2 = 0)
para q; > 0 de derecha a izquierda (py < 0) y de abajo hacia arriba (p; > 0)
obtenemos un punto en el cuarto cuadrante. Esta simetria nos reduce el trabajo:

nos basta analizar el primer y segundo cuadrante de la seccién ya que los dos

cuadrantes restantes, tercer y cuarto, son sus simétricos.

Sin embargo, como se puede observar, la simetria se rompe a altas energias
(E > 0.4375). Para E = 0.4375 poclemos observar una diferencia entre las trayec-
torias del primer y tercer cuadrante, esto se debe a que la simetria se rompid. Lo
que sucede es que a altas energias el péndulo ya no solo oscila alrededor de su
posicién de equilibrio, sino que también puede llegar a girar o pasar por arriba del
punto donde se sujeta cl resorte. Esto provoca que una trayectoria a altas energias
gire solamente hacia un lado (el contrario a las manecillas del reloj por ejemplo) y
que no pueda hacerlo hacia el otro lado, lo que tiene como resultado que su seccién

de Poincaré pierda la simetria que mencionamos antes.
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FIGURA 5.9. Secciones de Poincaré del péndulo completo para f = 0.25. : !
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Una vez tenicndo clara. la simetria podemos concluir que para E = 0.035
todas las trayectorias s"o'n,él'wévi:perik{:dicas ¥ que existen dos (y no cuatro) érbitas
perfectamente pcriédicé.s.,;Esf;as trayectorias periddicas se localizan justo en el
centro de los circulos deformados del primer y segundo cuadrante. Gracias a que
dentro de un toro ckiste 6ti‘o_ toro mas pequefio que no corta al anterior, y dentro de
ese nuevo toro existe uno mds pequeiio y asi indefinidamente. Entonces existird un
toro que sea infinitamente delgado que esté dentro de todos los toros més grandes
que él, Este 1iltimo toro, por ser infinitamente delgado, se convierte en una simple
linea cerrada, érbita periddica. Por lo tanto, dentro de cada circulo de la seccién

de Poincaré, existird una dérbita periédica.

Si observamos la siguiente seccion,”E = 0.07, podcmos notar que existe mu-
cho parecido con la anterior. La iinica diferencia es que la trayectoria central se
“ensanchd”, esto quiere decir que pasé de ser una trayectoria que vivia en un toro
(E = 0.035) a una trayectoria con mads libertad. Por lo tanto, esta trayectoria
cubre una regién bidimensional de la seccidn, z.e. es una trayectoria cadtica. La
regién que se llena con traycctorias cadticas se llama regidn cadtica. Podemos
observar que el drea de la regidn cadtica es muy pequéna, esto nos indica que

_existen muy pocas condiciones iniciales que dan lugar a trayectorias cadticas (las

que estdn dentro de la regidn cadtica).

Aumentemos mds la energia del sistema, E = 0.2, en esta seccién se puede ver
como la regién cadtica crece de tamafo, “apoderandose”, por asi decirlo, de toda
la parte central de la seccién. Esto indica claramente que ahora existen un gran
nimero de condiciones iniciales que dan lugar a trayectorias cadticas. Es intere-
sante observar como dentro de regiones caéticas pueden existir regiones regulares,
estas regiones se suelen Hamar isles KAM debido a que tienen forma de islas en

“un mar de puntos cadticos” que son predichas por el teorema KAM., Entonces
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vemos como la region cadtica puede rodear regiones regulares, i.e. que dentro de
una zona que parece completamente cadtica puden existir érbitas cuasiperiédicas.
Es mas, las cuntro islas KAM del centro de esta figura, que fueron ereadas por una
sola trayectoria, ticnen en su interior una orbita: periddica. {Es decir que dentro

de una zona cadtica pueden existir incluso trayectorias periédicas!.

Si seguimos aumentamos mis la’cncrgi’a hasta £ = 0.4375, nos damos cuenta
de que llegamos a una cnergia para la cuai casi toda la seccién de Poincaré estd
cubierta por una regién cadtica. Estd regién cadtica fue creada por una sola
trayectoria, es decir que una sola trayectoria cadtica, a esta energia, puede tener
cualquier tipo de movimiento. Cabe recordar que para esta energia ya se perdié la
simetria, con lo que podemos concluir que dentro de esta regidon cadtica existen al
menos unas cuatro orbitas periddicas (una dentro de cada isla KAM). Entonces,
para E = 0.4375 ¢l caos se ha apoderado del espacio fase, solamente se salvan

unas pequeifias regiones donde el orden persiste.

Pasemos a la siguiente energia, E = 0.8. Vemos que sucede algo sumamente
sorprendente a primera vista: el drea de la regidn cadtica decrece. Se le puede dar
una interpretacion a esta disminucién del caos para energias muy altas. Lo que
sucede es que a muy altas energias el péndulo lo tnico que hace es dar vueltas
rdpidamente alrededor del punto donde se sujeta al resorte. Esto tiene como
consecuencia que ¢l resorte ya no se estire ni se contraiga mucho, por lo que
nos quedamos con movimientos muy parecicdos al de una masa, sujeta a un hilo
inextensible, que da vueltas alrededor del punto donde se fija al hilo. También
podemos observar como aparecen muchas islas KAM dentro de la regidn cadtica,

es ahora cl orden que se empieza a apoderar de la situacién.

Finalmente, a energias, sumamente altas, £ = 1.5, la regién cadtica desa-

87



. 1.5 existen una
wotica de E = 0.4375.
s.periddicas para E = 1.5,

: (lu isla KAM existe una.

integracién mimerica se torna dificil. Esto tltimo se debe a la gran velocidad que

adquiere el péndulo a altas energias lo que implica una reduccidén forzosa del paso

de integracién para mantener la precisién.

Con esta serie de secciones de Poincaré presentadas en la figura (5.9) podemos
extraer como conclusiones generales que existe, para el péndulo completo, una
transicién orden-caos a bajas energias y una transicién caos-orden a altas energias.
Es decir que si fuesemos aumentando la energia partiendo de la energia minima,
donde la dindmica es completamente regular, tendriamos una doble transicién
orcden-caos-orden. De la figura (5.9) podemaos deducir que la primera transicion
orden-caos sucede para 0.035 < E < 0.07, y que la segunda transicién caos-
orden tiene lugar para 0.8 < E < 1.5. Ma4s adelante daremos, por medio de los

exponentes de Liapunov, estas energias con un poco menos de incertidumbre.

5.3.2 Secciones de Poncaré del Péndulo Truncado

Una vez analizado ol péndulo completo para f = 0.25 pasemos al estudio
del péndulo truncado para f = 0.25. Como ya se menciond, se espera que a

bajas encrgias ambos péndulos tengan la misma dindmica, pero a altas energias
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los dos van a diferir considerablemente, es mads, el péndulo completo es confinante
a cualquier energia en tanto que el péndulo truncado sc “ioniza” a partir de B, ;142
(ver ecuacidn (3.22)). La serie de secciones de Poincaré para el péndulo truncado
con f = 0.25 se muestra cn la figura (5.10). La energia mdxima permitida para cl
péndulo truncado con f = 0.25 ¢s Epqr =~ 0.0868 (ccuacion (3.22)) y la energia
en reposo es Epin = 0.03125 (eccuacién (3.21)), por lo que la serie de secciones de

la figura (5.10) abarca este intervalo de energfas.

En la primera seccién, E = 0.035, podemos obsevar como todas las trayec-
torias son regulares y que existen dos 6rbitas periddicas. En este caso también
existe la misma simetria que en el péndulo completo. Como el péndulo truncado
no puede tener enecrgias altas, porque se ioniza, no llegaremos nunca a una en-
ergia suficiente para romper la simetria. Por lo tanto, en todas las secciones de
Poincaré para cualquier energia y para cualquier valor del pardmetro f tendremos

la simetria mencionada.

Comparando la seccion del péndulo truncado de la figura (5.10) para E =
0.035 con la correspondiente del péndulo completo podemos notar un parecido
notable. Esto indica, como ya esperabamos, que los dos sistemas son muy parecidos

a bajas energias.

La siguiente seccidn del péndulo truncado, E = 0.04 presenta muy poco cam-
bio con respecto a la anterior. Esto quiere decir que todavia no se alcanza la
energia de transicién orden-caos. Sin embargo para la siguiente seccién, E = 0.05,

podemos observar que aparcce una regién cadtica en el centro de la figura.
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FIGURA 5.10. Sccciones de Poincaré del péndulo truncado para f = 0.25.
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Si se continua aumontmldo ln cnorgm, E = 0.06, E = 0.07Ty E = 0.08, la
regién cadtica crece y. apnreccn cada vez mas 1sla.s KAM. El caos en el péndulo
truncado aparece de la misma mancra que para el péndulo completo: la érbita
central se “ensancha” y va crecienclo conforme se aumenta la energia. Sin embargo
notamos que la transicién orden-caos en el péndulo truncado se hace antes, i.e.
a energias mds bajas que para el péndulo completo. De la serie de secciones se
puede concluir que la energia de transicién orden-caos para el péndulo truncado
con f = 0.25 se da para 0.04 < E < 0.05. También se puede notar que en el
péndulo truncado no existe transicién caos-orden y que su dindmica a energias
mayores que E; es un tanto distinta a la del péndulo completo. Esto debido a que
el desarrollo del potencial a tercer orden se parece mucho al potencial completo a

bajas energias pero no es asi a altas energias,

S 0.009 < E. < 0.01
202 0.036 < E. < 0.04
20,26 0.04 < E. < 0.056
A 03 < 0.07 < E, < 0.09
0.4 02< E.<0.25
0.8 037 < E, < 0.50
: 08< E. <1
= 23< E; <29
) 6<E. <7
25 < E, <30

TABLA 5. Dnorgm (‘rmm de transicion, Ee, del péndulo trimcado, para va-
rios vnloroﬂ (lol paranielr ro f mlconirada a partir de las secciones de Poincaré
(figuras (5. ll) a (5 ID)) .
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FIGURA 5.11. Secciones de Poincaré del péndulo truncado con f = 0.1,
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FIGURA 5.12. Secciones de Poincaré del péndulo truncado con f = 0.2. °
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FiGU_RA 5.13. Sg‘ccio'ne's‘de Poincaré del péndulo truncado con f = 0.3.
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FIGURA 5.14. Sccciones de Poincaré del péndulo truncado con' f = 0.4, . : .
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FIGURA 5.15. Secciones de Poincaré del péndulo truncado con f = 0.5. :
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FIGURA 5.16. Secciones de Poincaré del péndulo truncado con f = 0.6.
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FIGURA 5.17. Secciones de Poincaré del péndulo truncado con f = 0.7.
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FIGURA 5.18. Secciones de Poincaré del péndulo truncado con f=0.8.
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FIGURA 5.19. Secciones de Poincaré del péndulo truncado con f = 0.9, :

101



5.4 Exponentes de Liapunov

Todos los métodos para la deteccidn de caos que se han visto hasta el momento
son cualitativos 0 no son muy precisos, nos indican la existencia de caos pero no
nos dicen que tan caédtico es el sistemna. Para obtener una medida cuantitativa
del caos en sistemas hamiltonianos se usan los exponentes de Liapunov. Como
se vid, en la seccidén (2.4), el exponente de Liapunov indica que tan rdpida es
la divergencia exponencial entre condiciones iniciales cercanas: si el exponente es
cero entonces no existe caos y si el exponente es positivo si existe caos. Recuerdese
que usaremos la ecuacién (2.14) y no la (2.15), es decir que sélo calcularemos el
exponente de Liapunov mas grande. Por lo tanto, las tinicas posibilidades para
este exponente es que sea cero o que sea positivo. Entre mayor sea el exponente
mds caos habra en el sistema, i.e. se perderd mds ripido la informacién de las
condiciones iniciales o desde el punto de vista de las secciones de Poincaré el area

de la regién cadtica aumentara.

Para el cédlculo de los exponentes de Liapunov se utilizo el programa TRA-
JPOL de la MICRO VAX del IFUNAM. Este programa usa ¢l algoritmo siguiente
para calcular el exponente de Liapunov mds grande. Toma dos condiciones ini-
ciales cercanas, estas concdiciones iniciales se le tienen que especificar al principio,
y las deja evolucionar hasta que se separan maés de dy (dp también es un dato
con el que hay que alimentar al programa). Cuando la separacién entre las dos
condiciones iniciales originales es mayor que dy, digamos |6z|, entonces toma una
de las trayectorias y la acerca a la otra en linea recta de tal forma que su nueva
separacién es |6z| /10. Y esta operacidn se repite tantas veces se quiera. Durante
el proceso, el programa toma a |6z] y el tiempo en el que sucedid la contraccién

y actualiza el valor del exponente de Liapunov -mediante la ecuacién (2.14) que
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repetimos a continuacién.

(5.1)

Donde |8xg| es la separacion mu‘nl cntre lz\s (los con(hcmnes iniciales. Hay que

notar que en la ecuacién anterior se toma el llmxte cuando el tiempo tiende al
infinito. Como sabemos, cs nnpos:blc hacer (‘unlqm(‘r clase de limites con cédlculo
numérico de manera exacta. Por lo que el limite cuando el tiempo tiende a in-
finito en nuestro caso significard suficiente tiempo como para estar seguros que
el exponente de Liapunov ya tendié a su valor definitivo. Esta parte es la que
hace tedioso este tipo de edleulos numéricos ya que a veces hay que dejar iterar al
sistema unas jdicz millones de veces! Lo cual implica varias horas de cdlculo para

encontrar un solo exponente de Liapunov.

Ademds existe otro problema adicional: puede ser que en un sistema para
una encrgia dada estemos calenlando el exponente de Liapunov usando dos condi-
ciones iniciales que estin fuera de la regién cadtica, esto traerd como consecuencia
de que el exponente de Liapunov sea cero y que se picnse que no existe caos.
Para enfrentar cste problema se utilizaron las sccciones de Poincaré, ya que en
ellas se puede localizar con facilidad la regién cadtica y de esta manera tomar
las condiciones iniciales, para el célculo del exponente de Liapunov, en la regién

cadtica.

El problema de escoger las condiciones iniciales parcce resuelto, pero no es
siempre tan ficil encontrar la ubicacidn de la region cadtica. Si observamos la
serie de secciones de Poincaréd del péndulo truncado para f = 0.25, figura (5.10),
podemos deducir que la region caética siempre estd alrededor del origen. Pero
tomemos ahora como ejemplo la serie de secciones de Poincaré del péndulo trun-

cado para f = 0.1, en esta serie se puede observar que la regién cadtica no aparece
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en el origen de cordenadas, sino que en algiin punto no determinado del espacio
fase, Esto es un serio problema gue dificulta enormemente encontrar condiciones
iniciales dentro de la regidn caética, y no sélo eso, sino que también se puede notar
que la regidn cadtica se “mucve” conforme se aumenta la energia. Por lo que no
podemos definir una region fija en ¢l espacio fase en donde se den trayectorias

cadticas.

Por lo tanto, lo que se hizo fue localizar para cada valor de la energia para
cada valor del pardmetro la regién que parecia cadtica. Luego se tomaban varias
condiciones iniciales cercanas a esta region y se calculaba el exponente de Liapunov
para cada una. Si alguno de esos exponentes era distinto de cero es que se habia
encontrado la regién caotica. ;Si todos los exponentes de Liapunov calculados
daban cero querria decir que no existia caos? La respuesta es: no forzosamente.
Pudiera ser que en realidad si existiese caos para esa cnergia pero que las condi-
ciones iniciales que se dicron no estuviesen dentro de la regidn cadtica, Por esta
razén se tomaron varias condiciones iniciales cerca de la aparente regién caética
para asegurarnos de que alguna de ellas cayera dentro de dicha regién. Esto (ltimo
ayuda a encontrar con mayor presicidn el valor del exponente de Liapunov para
una energia dada, sin embargo no es un método exacto ya que cabria la posibilidad
de que ninguna de las condiciones iniciales escogidas fuera la afortunada de estar

dentro de la regién mencionada.

El exponente de Liapunov para cada condicion inicial se encontré de 1a manera
siguiente. El programa guarda cn un archivo de datos el valor del exponente de
Liapunov calculado en cada contraccidn. Posteriormente se analiza la curva de la
evolucién del exponente contra el tiempo para poder deducir a que valor tiende.
Por ello es muy importante que se deje mucho tiempo corriendo el programa, ya

que si no es asi es imposible deeir & que valor tiende el exponente de Liapunov.
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FIGURA 5.20. Evolucién del exponente de Liapunov en el péndulo truncado
para B = 0.035y f = 0.25.

Como se dijo anteriormente existen dos posibilidades para los exponentes de
Liapunov: que sea cero o que sea estrictamente positivo. En la figura (5.20) se
muestra la evolucién del exponente de Liapunov para el péndulo truncado con
f =0.25y E = 0.035. Se puede observar como el exponente de Liapunov tiende
aparentemente a cero. ;, Pero estamos seguros de que efectivamente tiende a cero?
Podria ser posible que el exponente de Liapunov tendiera a un valor distinto de
cero pero muy pequefio. Para estar completamente seguros lo que se hace es trazar
la evolucién del exponente de Liapunov en escalas logaritmicas. De esta manera,
si el exponente de Liapunov tiende exponencialmente a cero, entonces su curva en

escalas logaritmicas se verd como una recta de pendiente negativa.
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FIGURA 5.21. Evolucién del exponente de Liapunov del péndulo truncado
para B = 0,035y f = 0.25 en escalas logaritmicas.

Esto es justamente lo que le sucede a la grifica de la figura (5.21) que es la
evolucién del exponente de Liapunov para el péndulo truncado con f = 0.25 y
E = 0.035 en escalas logaritmicas. Esto es posible ya que si no existe divergencia
exponencial entre condiciones iniciales cercanas entonces el exponente de Liapunov
debe tender a cero de manera exponencial, gracias a la forma como se le calcula

(ecuacién (5.1)).

Cuando las condiciones iniciales fueron escogidas en la regidén cadtica la -
evolucién del exponente de Liapunov describe una curva del estilo de la figura
(5.22). En esta figura se muestra la evolucién del Exponente de Liapunov para
el péndulo truncado con f = 0.25 y E = 0.065. Se puede observar que el expo-
nente de Liapunov tiende claramente a un valor distinto de cero, lo que indica la

existencia de caos para esa energia.
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FIGURA 5.22. Evolucién del exponente de Liapunov del péndulo truncade
para B = 0.065 y f = 0.25.

Por lo tanto, para obtener el valor definitivo del exponente de Liapunov para
una energia dada, para un valor del pardmetro dado, se grafica su evolucién y se
toma el valor al que tiende la curva (si es que tiende a un valor distinto de cero)

o se grafica con escalas logaritmicas (si parece que tiende a cero).

El procedimiento que se acaba de describir fue utilizado para calcular los
exponentes de Liapunov para distintos valores de la energia para un valor fijo del
pardmetro. Una vez obtenidos todos los exponentes de Liapunov se les grafica en
funcién de la energia. De esta manera se obtiene una curva que nos indica para
que valores de la energia el sistema se comporta de manera regular (exponente
de Liapunov igual a cero) y para que valores existe caos (cuando el exponente de

Liapunov es distinto de cero).
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FIGURA 5.23. kExpdncnl,é de. Linpunov- en funcién dela energia para el
“périculo completo con f = 0.25.

Analizemos la fignra (5.23) donde se muestra la curva del exponente de Lia-
punov en funcidn de la energia para del péndulo completo con f = 0.25. Se puede
observar que para bhajas encrgia (E < E.) el exponente de Liapunov es cero. A
partir cdle £ = 0.052 el exponente de Liapunov se separa de cero y comienza a
crecer hasta legar a un maximo cuando E = 0.4375. Este maximo corresponde
a ia energia de mdximo caos del sistema. Para energias mayores que E = 0.4375
el exponente decrece hasta que finalmente se estabiliza en cero para E > 0.85. A
esta ultima energia la llamaremos E!. Con esto se verifica nuevamente la tran-
sicidn orden-caos-orden para el péndulo completo con f = 0.25. En este caso la
primera transicién (orden-caos) sucede para E; = 0.052 y la scgunda (caos-orden)
para E! = 0.85. Estos resultados son compatibles con los encontrados a partir de

las secciones de Poincard. Por lo tanto, la dindmica del péndulo completo para
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[ = 0.25"se resume en el esquema siguiente:
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FIGURA 5.24. Comportamiento del péndulo completo para f =025a
partir de los resultados experimentales. X
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FIGURA 5.25. Exponente de Liapunov: en funcmnu(lc Ia encrgm para el
péndulo truncado  con f = 0.25.

Ahora veamos la curva del equqénté,(l‘
para el péndulo trnncado conf = 0'.25 fig 5). S@z‘plle(le notar que para

este sistema solo ocurre i primer En este caso, la energia

de transicion es E. = 0,045, Por:lo’tanto, el péndilo truncado tiene movimientos



regulares para energias menores que-E: = 0.045 y para energias mayores que este
valor existen trayectorias cadticas. Notese queé la energia de maximo caos para este
caso es justamente la energia maxima que acepta el sistema antes de ionizarse. En
general veremos que la energia de méximo caos para cl péndulo truncado (para

cualquier f) es igual a Epaz, con Eyq: caleulado mediante la ccuacién (8.22).

En la siguiente seccién se muestran las curvas del exponente de Liapunov en

funcién de la energia para distintos valores de f.

5.4.1 Exponentes de Liapunov del Péndulo Truncado

Para conocer la dindmica completa del péndulo truncado es necesario conocer
la energia de transicién orden-caos para cualquier valor del pardmetro f. Sabemos,
dltimo pérrafo de la seccidn 3.2, que f no puede tomar cualquier valor, sino que
estd restringido para valores entre 0 y 1, i.e. 0 < f < 1. Es imposible encontrar
numericamente E. para cualquier valor posible de f, por eso dividiremos el inter-
valo de valores permitidos para f en 10 y trazaremos la evolucidn del exponente de
Liapunov en cada divisién. En las figuras (5.26) a (5.32) se muestra el exponente
de Liapunov en funcién de la encrgia para f = 0.1,f = 0.2,f = 0.3,...,f = 0.7
respectivamente. Los valores extremos para f, f = 0y f = 1, no estan incluidos
ya que estos casos ya fucron analizados en la scccidn (3.5). Tampoco estdn los
valores f = 0.8 y f = 0.9, en estos casos la integracién numérica se volvié muy
imprecisa y no se respeto un error relativo de 10~* en la conservacién de la en-
ergia, haciendo que los resultados no fuesen del todo confiables. Por esta razén, las

grificas obtenidas para f = 0.8 y f = 0.9 no se presentan en las figuras siguientes.
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FIGURA 5.27. Exponente de Linpur_nov_éh funcién de Ia encrgia en el péndulo
truncado para f = 0.2,
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FIGURA 5.32, Exponente de Liapunov en funcién de la energia en el péndulo
truncado para f = 0.7.

Como podemos obsevar, todas las figuras anteriores tienen un mismo compor-
tamiento. Es decir que la dindmica del péndulo completo para distintos valores de
f es similar. A bajas energias los movimientos son regulares, existe una energia
critica, E., de transicion orden-caos y para energias mayores que esta E. existen
algunas condiciones iniciales que dan lugar a trayectorias cadticas. Podemos ob-
servar que entre mas grande sca f mayor es el valor de E.. Con esta serie de
graficas podemos decir cuanto vale E. para varios valores de f, estos resultados

serdn ilustrados en la siguiente seccidn. -~
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5.5 Resultados Finales'y Conclusiones -

Finalmente compa

mentalmente) y mecliant

4.46), asi como-el error

la curvatura gaussiana oc

5 error

edrica porcentual

+0.0081 -14.88%

-(1.0356 -3.72%

.0.0590 31.17%

70.0909 39.87%

0.1911 -13.13%

0.3750 -6.25%

: 0.7425 -12.65%
0.7 | 0 2,900 1.6061 -26.99%

TABLA 5.2. Encrgia de transicién orden-cnos, E¢, del péndulo truncado,
para varios valores del parimetro f, encontrada experimentalmente y por
medio del eriterio de ln curvatura gaussiana.

Los resultados dela tabla ' (5.2) muestran un error porcentual bastante alto

en la mayoria de los dntos,‘ Sm ('mbalgo, ptuxu algun()‘. datos (f = 0.2 y f = 0.5),

el error poxcentual es me 101 q el 10‘7 P m")odex comparar los dos métodos

de manera graficn usemos la. figitra g,mjl se gr aﬁcaron, en funcidn



Energia

0 Aty tytitk Ll
200 20,1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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FIGURA &34, Dingrann de Tases del péndudo traneado. Eg: regidn in-
accosible, By dinduiien regular, Eg regidn eadticn y Ej péndulo ionizado.

Los romhos son fos resultacdos experimentales y la linea punteada central fue
abtenida con el eriterio de la curvatura gaussiana.

De esta mancra, en la figura (5.33), ‘Ey representa-una energia inaccesible

para el sistema ya que seria menor que E,,i,.0 By representa energias menores que

E., i.e. energias para las eunles ol



que E. porlo tanto en esta 1(‘gmn exi t(.n tmy (_tm'm.s uwhcas. Fma.hnenl:(., Ey

representa una ener gxa mayor que E,,m P po lo que el pendulo en esta regxon se

se ionizard, i.e. Je 'ahi’el nombre de

mparacién entre los datos

La figura (5. 337)' 108 Vm:ur‘ tra graficanient,

experimentales y la curva ()htemcla mecl:ante cnterio de'la curvatura gaussiana

que llamaremos curva tedrica. Se puede observar que los datos expeumentales
permanecen bastante préximos a la curva tedrica, sobre todo para bajas ener-
gias. A altas energins los puntos experimentales se separan un poco de la curva
tedrica. Sin embargo, el resultado més interesante es que la curva tedrica y los
datos experimentales ticnen una misma tendencia. Estoiltimo es muy importante

ya que nos mucstra que ¢l eriterio de la curvatura gaussiana predice la tendencia

que tiene la curva donde se da la transicién al caos.

Entonces, el criterio de la curvatura gaussiana nos da una aproximacién bas-
tante répida de la energia critica de transicién orden-caos. Basta con calcular
la curvatura gaunssiana del potencial, haciendo unas cuantas derivadas (ecuacién
(4.32)), y encontrar la energia minima necesaria para alcanzar un punto del po-
tencial con curvatura gaussiana negativa. Por lo que cste criterio es muy sencillo
y muy rapido ('ompumrlo con-el edlenlo numérics de los exponentes de Liapunov

(que puede llevar lmstn uin (llh (~mnplem pam un solo exponente para una energia
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hamiltonianos.

Cabe mencionar que el-criter

una caso particular en este 'n:i\:'l')*ajg. el péndulo ex ' iblg},bicl_iﬁ»iéxis giial con: el
potencial truncado a tercer nulon.an"()t.zr'o‘ln‘tio, oste (ﬁx'itcljio 5616 se 1')\.1e‘de dplicar
a sistemas hamiltonianos bidimensionales. Para poder prbponer un criterio para
sistemas de mds dimensiones se tendria. que analizar la matriz de evolucién de
una pequeia perturbacién para las dimensiones que tenga ¢l sistema y buscar la
energian maxima que ¢l sistema pueda tener sin que alguno de los valores propios
de la matriz sea real. Sin embargo, la diagonalizacion’ de la matriz de evolucion
de la perturbacion para sistemas de mds de dos dimensiones no seréd sencilla, es
mads, en la mayoria de los casos serd imposible; analiticamente hablando. Por lo

que entrarian nuevamente métocdos numéricos.

Seria interesante, como seguimiento de este trabajo, analizar el caso de sis-
temas hamiltonianos con mds grados de libertad y poder corroborarlos con re-
sultados numéricos. Esto serin de gran interes para el estudio de potenciales
intramoleculares, donde existen muchos gradbs de libertad, ya que con aplicar
un criterio similar al de este trabajo se podrin saber cualitativamente el compor-

tamiento de la energia critica de transicién orden-caos,
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